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Mở đầu

1. Lịch sử nghiên cứu và lý do chọn đề tài

Trong những năm gần đây, Lý thuyết phân bố giá trị cho đường cong

chỉnh hình, hay còn gọi là Lý thuyết Nevanlinna-Cartan đã thu hút được

sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà toán học trong và ngoài nước. Được

xem như bắt đầu bởi các công trình của H. Cartan vào năm 1933 khi ông

xây dựng các dạng Định lý cơ bản thứ nhất và Định lý cơ bản thứ hai cho

đường cong chỉnh hình, Lý thuyết Nevanlinna-Cartan được đánh giá là một

trong những thành tựu sâu sắc, đẹp đẽ và có nhiều ứng dụng trong các lĩnh

vực khác nhau của Toán học như vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh

hình, tính suy biến của đường cong đại số, lý thuyết hệ động lực, phương

trình vi phân phức và một số lĩnh khác.

Kí hiệu K trường đóng đại số, có đặc số không, đầy đủ với chuẩn sinh bởi

giá trị tuyệt đối không Acsimet, W là C hoặc K và Pn(W) là không gian xạ

ảnh n chiều trên W. Với đường cong chỉnh hình f : C −→ Pn(C) có một

biểu diễn tối giản là (f0, . . . , fn), hàm

Tf(r) =
1

2π

∫ 2π

0
log ∥f(reiθ)∥dθ

được gọi là hàm đặc trưng Nevanlinna-Cartan của đường cong f , trong đó

∥f(z)∥ = max{|f0(z)|, . . . , |fn(z)|}.
Cho H là một siêu phẳng, L là một dạng tuyến tính xác định H và M

là một số nguyên dương. Ta gọi nf(r,H) và nM
f (r,H) lần lượt là số không

điểm của L(f)(z) trong đĩa {|z| ⩽ r}, tương ứng kể cả bội hay bội cắt cụt
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bởi M . Hàm

Nf(r,H) = Nf(r, L) =

∫ r

0

nf(t,H)− nf(0, H)

t
dt+ nf(0, H) log r

được gọi là hàm đếm kể cả bội và hàm

NM
f (r,H) = NM

f (r, L) =

∫ r

0

nM
f (t,H)− nM

f (0, H)

t
dt+ nM

f (0, H) log r

được gọi là hàm đếm bội cắt cụt bởi M của đường cong f kết hợp với siêu

phẳng H.

Năm 1933, H. Cartan đã chứng minh một dạng Định lý cơ bản thứ hai

cho đường cong chỉnh hình trên mặt phẳng phức như sau:

Định lý A ([6]). Cho đường cong chỉnh hình không suy biến tuyến tính

f : C −→ Pn(C) và q siêu phẳng H1, . . . , Hq ở vị trí tổng quát trong Pn(C).

Khi đó bất đẳng thức

(q − n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nn
f (r,Hj) + o(Tf(r))

đúng với mọi r > 0 đủ lớn nằm ngoài một tập có độ đo Lebesgue hữu hạn.

Định lý A cho ta một quan hệ giữa hàm đặc trưng của đường cong chỉnh

hình không suy biến tuyến tính với các hàm đếm bội cắt cụt với mục tiêu là

các siêu phẳng ở vị trí tổng quát. Công trình này của H. Cartan được đánh

giá hết sức quan trọng, mở ra một hướng nghiên cứu mới cho việc phát triển

lý thuyết Nevanlinna - nghiên cứu các dạng Định lý cơ bản thứ hai cho ánh

xạ phân hình, chỉnh hình và các ứng dụng của nó. Các kết quả nghiên cứu

theo hướng này trong thời gian gần đây tập trung vào hai vấn đề:

1. Xây dựng các dạng của Định lý cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh

hình từ Wp hoặc một miền trong Wp vào Pn(W) hoặc một đa tạp đại số xạ

ảnh trong Pn(W) với mục tiêu là các siêu phẳng, siêu mặt cố định hoặc di

động, bằng cách thiết lập quan hệ giữa hàm đặc trưng Nevanlinna-Cartan

với các hàm xấp xỉ hoặc các dạng hàm đếm khác nhau.
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2. Nghiên cứu các ứng dụng của các dạng của Định lý cơ bản thứ hai

trong các lĩnh vực khác nhau của toán học, chẳng hạn, tính chất của số

khuyết, vấn đề duy nhất cho hàm hay đường cong chỉnh hình, sự suy biến

của các đường cong đại số và một số lĩnh vực khác.

Theo hướng nghiên cứu thứ nhất, tiếp nối công trình của H. Cartan, đã

có nhiều tác giả xây dựng các dạng Định lý cơ bản thứ hai bằng cách thiết

lập các quan hệ bất đẳng thức giữa hàm đặc trưng của một đường cong

chỉnh hình với các xấp xỉ và hàm đếm không kể bội hay hàm đếm bội cắt

cụt. Cụ thể, năm 1983, E. I. Nochka ([33]) đã chứng minh một mở rộng của

Định lý A cho trường hợp họ các siêu phẳng ở vị trí dưới tổng quát trong

không gian xạ ảnh phức Pn(C). Năm 1995, H. H. Khoai và M. V. Tu đã

nghiên cứu Định lý A cho trường hợp đường cong chỉnh hình trên trường K
và thu được kết quả:

Định lý B ([26]). Cho f : K → Pn(K) là một đường cong không suy biến

tuyến tính và H1, . . . , Hq các siêu phẳng phân biệt Pn(K) ở vị trí tổng quát.

Khi đó

(q − n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nn
f (r,Hj)−

n(n+ 1)

2
log r +O(1).

Trong [21], P. C. Hu và C. C. Yang đã mở rộng kết quả của H. H. Khoai

và M. V. Tu cho trường hợp họ siêu phẳng ở vị trí dưới tổng quát. Trong

những năm gần đây, có rất nhiều tác giả trong và ngoài nước đã nghiên cứu

các dạng Định lý cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh hình từ Wm hay một

miền trên Wm vào Pn(W) hay một đa tạp đại số xạ ảnh trong W, trong các

trường hợp mục tiêu là các siêu phẳng hay siêu mặt cố định hay di động,

với các dạng hàm đếm khác nhau. Chẳng hạn M. Ru ([42], [43]), Q. M. Yan

và Z. H. Chen ([51]), G. Dethloff, T. V. Tan, D. D. Thai ([12]), D. D. Thai,

S. D. Quang ([48]), L. Shi ([45]), T. T. H. An và H. T. Phuong ([2]), H.

T. Phuong và N. V. Thin ([39]), H. T. Phuong và L. Vilaisavanh ([41]),

P. C. Hu, N. V. Thin ([23]) và nhiều tác giả khác.
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Năm 2014, dựa trên các nghiên cứu về bội không điểm của các tổ hợp

tuyến tính không tầm thường của một họ hữu hạn các hàm chỉnh hình trên

mặt phẳng phức tại một điểm, J. M. Anderson và A. Hinkkanen ([4]) đã

đưa ra một khái niệm mới về hàm đếm, được gọi là hàm đếm rút gọn và

chứng minh một dạng Định lý cơ bản thứ hai với hàm đếm rút gọn này cho

trường hợp mục tiêu là các siêu phẳng cố định. Cụ thể như sau:

Cho f : W −→ Pn(W) là một đường cong chỉnh hình và (f0, . . . , fn) là

một biểu diễn tối giản của f . Kí hiệu L = L(f0, . . . , fn) là tập hợp tất cả các

tổ hợp tuyến tính không tầm thường của các hàm f0, . . . , fn. Từ Bổ đề 1.4

ta thấy, với mỗi z0 ∈ W, các bội không điểm có thể có của các hàm thuộc

L tại z0 tạo nên một dãy thỏa mãn

0 = d0(z0) < d1(z0) < · · · < dn(z0).

Với siêu phẳng H xác định bởi dạng tuyến tính L, hiển nhiên L(f) ∈ L nên

tồn tại j ∈ {0, . . . , n} sao cho bậc không điểm của L(f) tại z0 bằng dj(z0),

tức là ordL(f)(z0) = dj(z0). Ta kí hiệu ν(H, z0) = j và gọi là bội rút gọn tại

không điểm của L(f) tại z0, hay còn gọi là bội rút gọn của f kết hợp với

siêu phẳng H tại z0. Ta gọi ε(H, z0) = dj − j là bội dư của L(f) tại z0 hay

còn gọi là bội dư của f kết hợp với siêu phẳng H tại z0.

Định nghĩa 1 ([4]). Với mỗi r > 0, ta kí hiệu νf(r,H) =
∑
|z|⩽r

ν(H, z). Và

hàm

Nf(r,H) =

∫ r

0

νf(t,H)− νf(0, H)

t
dt+ νf(0, H) log r

được gọi là hàm đếm rút gọn của hàm f kết hợp với siêu phẳng H.

Từ định nghĩa ta thấy ν(H, z0) ⩽ min{dj, n} nên νf(r,H) ⩽ nn
f(r,H).

Nf(r,H) ⩽ Nn
f (r,H). (1)

Cho H = {H1, . . . , Hq} là một họ các siêu phẳng ở vị trí tổng quát trong

Pn(W) và Lj là dạng tuyến tính định nghĩa Hj, j = 1, 2, . . . , q. Đặt

H =
L1(f)L2(f) . . . Lq(f)

W
,
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trong đó W là định thức Wronskian của f0, . . . , fn. Từ Bổ đề 1.6, với mỗi

z tùy ý ta luôn có
∑q

j=1 ε(Hj, z) ⩽ ordW (z). Đặt

V(H, z) = ordW (z)−
q∑

j=1

ε(Hj, z) ⩾ 0.

Và kí hiệu

Vf(r,H) =
∑
|z|⩽r

V(H, z).

Định nghĩa 2 ([4]). Hàm

Uf(r,H) =

∫ r

0

Vf(t,H)− Vf(0,H)

t
dt− Vf(0,H) log r

được gọi là hàm đếm bội dư tại các không điểm của hàm f kết hợp với họ

các siêu phẳng H.

Năm 2014, J. M. Anderson và A. Hinkkanen đã chứng minh

Định lý C ([4])Cho f : C → Pn(C) là một đường cong chỉnh hình không

suy biến tuyến tính và H = {H1, . . . , Hq} là một họ gồm q ⩾ n + 1 siêu

phẳng trong Pn(C) ở vị trí tổng quát. Khi đó ta có

(q − n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H)−N(r,H)

+O(log r) +O(log Tf(f)), (2)

khi r −→ ∞ nằm ngoài một tập có độ đo tuyến tính hữu hạn.

Chú ý rằng, từ (1) ta thấy hàm đếm rút gọn Nf(r,Hj) trong Định lý C

nhỏ hơn so với hàm đếm bội cắt cụt trong công trình của H. Cartan nên nó

là một cải tiến kết quả của H. Cartan. Công trình này sẽ gợi ý cho chúng

ta một vấn đề nghiên cứu mới trong lý thuyết Nevanlinna-Cartan: xem xét

các dạng Định lý cơ bản thứ hai với hàm đếm rút gọn.

Theo hướng nghiên cứu thứ hai, trong luận án này chúng tôi tập trung

vào nghiên cứu ứng dụng của lý thuyết Nevanlinna-Cartan trong vấn đề duy

nhất cho đường cong phân hình, chỉnh hình. Những kết quả đầu tiên theo

hướng nghiên cứu này thuộc về H. Fujimoto ([14]) khi ông mở rộng Định
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lý năm điểm của R. Nevanlinna cho ánh xạ phân hình. Sau đó, vấn đề này

ngay lập tức thu hút sự quan tâm của nhiều tác giả thu được nhiều kết quả

quan trọng.

Cho U là một miền trong W, kí hiệu F là một họ các ánh xạ chỉnh hình

khác hằng từ U vào Pn(W). Họ các siêu mặt D được gọi là tập xác định duy

nhất không kể bội, kí hiệu URSIM (hoặc tập xác định duy nhất kể cả bội, kí

hiệu URSCM) cho họ ánh xạ F nếu với mỗi cặp ánh xạ f, g ∈ F , điều kiện

Ef(D) = Eg(D) (hoặc Ef(D) = Eg(D) tương ứng) kéo theo f ≡ g. Các

tập URSIM, URSCM được gọi chung là tập xác định duy nhất cho họ ánh

xạ F .

Trong các công trình [14], [15], H. Fujimoto đã chứng minh sự tồn tại các

tập xác định duy nhất kể cả bội gồm 3n + 2 siêu phẳng ở vị trí tổng quát

cho họ các ánh xạ phân hình phức không suy biến tuyến tính và 2n+3 siêu

phẳng ở vị trí tổng quát cho họ các ánh xạ phân hình phức không suy biến

đại số. Năm 1983, L. Smiley ([46]) đã chỉ ra sự tồn tại của các tập xác định

duy nhất không kể bội gồm 3n + 2 siêu phẳng cho đường cong chỉnh hình

phức và H. Fujimoto ([16]) đã nghiên cứu lại vấn đề này vào năm 1998. Năm

2006, G. Dethloff và T. V. Tan ([10]) xem xét vấn đề tương tự cho trường

hợp siêu phẳng di động. Năm 2006, D. D. Thai và S. D. Quang ([47]) đã

xem xét vấn đề duy nhất trong trường hợp mục tiêu là 3n + 1 siêu phẳng.

Năm 2008, M. Dulock và M. Ru ([13]) và năm 2009, H. T. Phuong ([35]) đã

chứng minh một số kết quả về vấn đề duy nhất trong trường hợp siêu mặt

đối với đường cong chỉnh hình trên mặt phẳng phức. Năm 2009, Z. Chen,

Q. Yan ([8]) và năm 2010, G. Dethloff, T. V. Tan ([11]) chỉ ra các tập duy

nhất cho các đường cong chỉnh hình gồm 2n+ 3 siêu phẳng.

Kí hiệu R0 > 1 là một số thực dương hoặc +∞ và

∆ = {z ∈ C :
1

R0
< |z| < R0}

là một hình vành khuyên trong mặt phẳng phức C. Năm 2013, H. T. Phuong
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và T. H. Minh ([38]) đã chứng minh một định lý duy nhất cho đường cong

chỉnh hình trên hình vành khuyên trong trường hợp mục tiêu là các siêu

phẳng ở vị trí tổng quát và năm 2021, H. T. Phuong và L. Vilaisavanh

([41]) đã nghiên cứu vấn đề này trong trường hợp các siêu mặt ở vị trí tổng

quát đối với phép nhúng Veronese. Thời gian gần đây, các tác giả đã tiếp

tục phát triển các dạng định lý duy nhất cho các lớp đường cong khác nhau

với mục tiêu là các siêu phẳng hay siêu mặt, cố định hay di động. Chú ý

rằng, hầu hết các chứng minh của các kết quả về tập xác định duy nhất đều

dựa vào các dạng Định lý cơ bản thứ hai.

Như vậy, việc tiếp tục phát triển các dạng Định lý cơ bản thứ hai bằng

cách thiết lập quan hệ giữa hàm đặc trưng với các dạng hàm đếm và ứng

dụng của các định lý này trong vấn đề duy nhất cho ánh xạ chỉnh hình là

thực sự cần thiết. Hiện nay, những vấn đề nghiên cứu này đang được phát

triển mạnh mẽ, thu hút được sự quan tâm nhiều tác giả và có nhiều công

trình được công bố. Sự lựa chọn đề tài "Về định lý cơ bản thứ hai kiểu

Cartan cho hàm đếm rút gọn và vấn đề duy nhất" của tác giả luận

án này cũng nhằm tiếp tục phát triển thêm một số dạng Định lý cơ bản thứ

hai với hàm đếm rút gọn, hàm đếm bội cắt cụt cho đường cong chỉnh hình

trên trường W và xây dựng một số điều kiện đủ cho vấn đề duy nhất cho

đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên.

2. Mục đích và đối tượng nghiên cứu

• Đối tượng nghiên cứu

Trong luận án này chúng tôi tập trung nghiên cứu về tính chất của

đường cong chỉnh hình trên trường không Acsimet hoặc trên trường các

số phức C và đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên trong mặt

phẳng phức. Đây cũng là các đối tượng nghiên cứu cơ bản của lý thuyết

phân bố giá trị Nevanlinna-Cartan.
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• Mục đích nghiên cứu

Trong luận án này, chúng tôi nghiên cứu theo hai hướng như sau:

Hướng nghiên cứu thứ nhất: xây dựng một số dạng Định lý cơ bản thứ

hai cho đường cong chỉnh hình trên một trường không Acsimet hoặc

trong mặt phẳng phức C với các mục tiêu là siêu phẳng ở vị trí tổng

quát hay dưới tổng quát bằng cách thiết lập quan hệ giữa hàm đặc

trưng Nevanlinna-Cartan với hàm đếm rút gọn.

Hướng nghiên cứu thứ hai: thiết lập một số điều kiện đủ để hai đường

cong chỉnh hình trên hình vành khuyên là trùng nhau trong trường hợp

mục tiêu là các siêu mặt ở vị trí tổng quát.

3. Tổng quan về luận án

Đối với hướng nghiên cứu thứ nhất, chúng tôi đã xây dựng được một số

dạng Định lý cơ bản thứ hai như sau:

Định lý 1 (Định lý 1.7, Chương 1). Cho f : K −→ Pn(K) là đường

cong chỉnh hình không suy biến tuyến tính và H = {H1, . . . , Hq} là một họ

gồm q ⩾ n+ 1 siêu phẳng ở vị trí tổng quát trong Pn(K). Khi đó ta có:

(q − n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H)−N(r,H)

− n(n+ 1)

2
log r +O(1),

khi r −→ ∞ ngoài một tập có độ đo tuyến tính hữu hạn.

Định lý 2 (Định lý 2.4, Chương 2). Cho f : K → Pn(K) là một đường

cong chỉnh hình không suy biến tuyến tính và H = {H1, . . . , Hq} là một họ

gồm q ⩾ 2N − n + 1 siêu phẳng trong Pn(K) ở vị trí N−dưới tổng quát.
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Khi đó

(q − 2N + n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nf(r,Hj)−
N

n
Uf(r,H)− N

Mn
N(r,Φ)

− (N + 1)n

2
log r +O(1),

khi r −→ ∞ nằm ngoài một tập có độ đo tuyến tính hữu hạn.

Định lý 1 và Định lý 2 là hai dạng Định lý cơ bản thứ hai với hàm đếm rút

gọn cho đường cong chỉnh hình trường không Acsimet K trong hai trường

hợp: họ các siêu phẳng ở vị trí tổng quát và ở vị trí dưới tổng quát trong

Pn(K). Như đã nói trong lý do chọn đề tài, hàm đếm rút gọn trong kết quả

của chúng tôi nhỏ hơn so với hàm đếm bội cắt cụt trong các công trình H.

H. Khoai, M. V. Tu ([26]) và P. C. Hu và C. C. Yang ([21]), nên các bất

đẳng thức trong các kết quả của chúng tôi là tốt hơn so với các công trình

trước đây. Định lý 1 được chúng tôi công bố trong Bài báo [2] và Định lý

2 được viết trong Bản thảo [1] trong Danh mục Công trình của tác giả liên

quan đến luận án.

Để chứng minh kết quả về vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình

trên hình vành khuyên, chúng tôi đã chứng minh một dạng Định lý cơ bản

thứ hai với bội cắt cụt. Cụ thể, cho f : ∆ −→ Pn(C). Ta kí hiệu

Of(r) =

O(log r + log Tf(r)) nếu R = +∞
O(log

1

R0 − r
+ log Tf(r)) nếu R < +∞.

Định lý 3 (Định lý 2.13, Chương 2). Cho f : ∆ → Pn(C) là một đường

cong chỉnh hình không suy biến đại số và Dj, 1 ⩽ j ⩽ q, là các siêu mặt

trong Pn(C) bậc dj tương ứng ở vị trí tổng quát. Gọi d là bội chung nhỏ

nhất của các dj và đặt M =
(
n+d
n

)
− 1. Khi đó, với mỗi 1 < r < R0 và

q ⩾ M + 1, ta có

∥ (q −M − 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

1

dj
NM

f (r,Dj) +Of(r). (3)
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Định lý 3 là một dạng Định lý cơ bản thứ hai với hàm đếm bội cắt cụt

cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên, được chúng tôi chứng

minh trong Bài báo [3] trong Danh mục Công trình của tác giả liên quan

đến luận án. Chú ý rằng, Bất đẳng thức (3) chưa phải thực sự tốt, nhưng

bội cắt cụt của hàm đếm trong vế trái của (3) khá nhỏ, điều này mang lại

hiệu quả cho việc xây dựng các kết quả về vấn đề duy nhất.

Cho D = {Dj, j = 1, . . . , q} là một họ gồm q siêu mặt bậc dj tương ứng

ở vị trí tổng quát. Gọi d là bội chung nhỏ nhất của các dj, kí hiệu

δD := min{d1, . . . , dq}, nD =

(
n+ d

n

)
− 1

và

B(D) = (d(n+ 1)22n+1 + 1)n.

Cho ánh xạ chỉnh hình f : ∆ −→ Pn(C), ta kí hiệu

Ef(Dj) = {z ∈ ∆ | (Dj, f)(z) = 0 không kể bội}

và đặt

Ef(D) =
⋃

Dj∈D
Ef(Dj).

Các kết quả về vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình vành

khuyên chúng tôi thu được trong luận án này như sau:

Định lý 4 (Định lý 3.2, Chương 3). Cho D = {D1, . . . , Dq} là một họ

gồm q siêu mặt ở vị trí tổng quát và f, g : ∆ −→ Pn(C) là các đường cong

chỉnh hình không suy biến đại số thỏa mãn Of(r) = o(Tf(r)) và Og(r) =

o(Tg(r)). Giả sử rằng

a) Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅ với mỗi i ̸= j ∈ {1, . . . , q};
b) Ef(Dj) ⊂ Eg(Dj) với mỗi j = 1, 2, . . . , q và f(z) = g(z) với mọi

z ∈ Ef(D).

c) lim inf
r−→R0

∑q
j=1N

1
f (r,Dj)/

∑q
j=1N

1
g (r,Dj) >

M

M + 1
.

Nếu q ⩾ 2M + 3 thì tồn tại một tập con S ⊂ {1, . . . , q} thỏa mãn #S >
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M + 1 và

(f,Dk)
d/dk

(f,Dl)d/dl
≡ (g,Dk)

d/dk

(g,Dl)d/dl
với mọi k ̸= l ∈ S. (4)

Định lý 4 cho chúng ta một kết quả về vấn đề duy nhất cho đường cong

chỉnh hình không suy biến đại số trên hình vành khuyên chia sẻ một số siêu

mặt. Chú ý rằng khi Dj, j = 1, . . . , q, là các siêu phẳng thì M = n và ta sẽ

có f = g từ Khẳng định (4), như vậy kết quả chúng tôi là một mở rộng kết

quả của H. T. Phuong và T. H. Minh trong [38].

Định lý 5 (Định lý 3.5, Chương 3). Cho f và g là các đường cong chỉnh

hình không suy biến đại số từ ∆ vào Pn(C) thỏa mãn Of(r) = o(Tf(r))

và Og(r) = o(Tg(r)). Gọi D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm q > n + 1 +

2nB(D)/δD các siêu mặt ở vị trí tổng quát trong Pn(C) thỏa mãn f(z) =

g(z) với mọi z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D). Khi đó f ≡ g.

Định lý 6 (Định lý 3.6, Chương 3). Cho f và g là các đường cong chỉnh

hình không suy biến đại số từ ∆ vào Pn(C) thỏa mãn Of(r) = o(Tf(r))

và Og(r) = o(Tg(r)). Gọi D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm q > n + 1 +

2B(D)/δD siêu mặt ở vị trí tổng quát trong Pn(C) sao cho

(a) f(z) = g(z) với mọi z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D),

(b) Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅ và Eg(Di) ∩ Eg(Dj) = ∅ với mọi i ̸= j ∈
{1, . . . , q}.
Khi đó f ≡ g.

Định lý 5 và Định lý 6 là các điều kiện đại số để xác định duy nhất một

đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên với mục tiêu là họ các siêu

mặt ở vị trí tổng quát. Định lý 4 được chúng tôi công bố trong Bài báo [3],

hai Định lý 5 và Định lý 6 được chúng tôi chứng minh trong Bài báo [4]

trong Danh mục Công trình của tác giả liên quan đến luận án.
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4. Phương pháp nghiên cứu

Trong luận án này chúng tôi sử dụng phương pháp nghiên cứu cơ bản:

trên cơ sở nghiên cứu các tài liệu theo hướng nghiên cứu, chúng tôi phát hiện

các vấn đề mở cần phải giải quyết và sử dụng các kiến thức, kỹ thuật của

giải tích phức, lý thuyết phân bố giá trị Nevanlinna-Cartan, đại số tuyến

tính, hình học đại số để đề xuất những phương pháp phù hợp hoặc sử dụng

một số kỹ thuật đã có nhằm giải quyết các vấn đề đặt ra.

5. Cấu trúc luận án

Luận án gồm phần mở đầu, ba chương nội dung, kết luận luận án và danh

mục tài liệu tham khảo.

Chương 1 có tên là Định lý cơ bản thứ hai với hàm đếm rút gọn cho

đường cong chỉnh hình trên trường không Acsimet. Trong chương này chúng

tôi giới thiệu một số khái niệm cơ bản cần thiết cho luận án như: trường

không Acsimet, lý thuyết Nevanlinna-Cartan cho đường cong chỉnh hình

trên trường W. Nội dung chính của chương này là giới thiệu một số kiến

thức, kỹ thuật xây dựng hàm đếm rút gọn và chứng minh một dạng Định

lý cơ bản thứ hai với hàm đếm rút gọn cho đường cong chỉnh hình trên một

trường không Acsimet với mục tiêu là một họ hữu hạn siêu phẳng ở vị trí

tổng quát.

Chương 2 với tên Một số dạng Định lý cơ bản thứ hai cho đường cong

chỉnh hình, chúng tôi tập trung vào chứng minh hai dạng Định lý cơ bản

thứ hai cho đường cong chỉnh hình trong các trường hợp: đường cong chỉnh

hình không Acsimet với hàm đếm rút gọn trong trường hợp mục tiêu là các

siêu phẳng cố định ở vị trí N−dưới tổng quát và đường cong chỉnh hình

trên hình vành khuyên với hàm đếm bội cắt cụt và mục tiêu là các siêu mặt

ở vị trí tổng quát.

Chương 3 dành cho việc trình bày các kết quả nghiên cứu của chúng tôi về
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vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình phức trên hình vành khuyên với

tên gọi Định lý duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên.

Trong chương này, ngoài việc giới thiệu một số khái niệm cơ bản về vấn đề

duy nhất, chúng tôi chứng minh ba kết quả về vấn đề duy nhất cho đường

cong chỉnh hình trên hình vành khuyên.

Ngoài việc công bố trên các tạp chí, các kết quả chính của luận án đã

được báo cáo tại:

• Seminar của Bộ môn Giải tích, Khoa Toán, Trường Đại học Sư phạm -

Đại học Thái Nguyên hằng năm.

• Hội nghị Quốc tế về Đại số - Lý thuyết số - Hình học - Tô pô 2019, 04

- 08/12/2019 tại Trường CĐSP Bà Rịa-Vũng Tàu.

• Hội nghị Quốc tế về Đại số - Lý thuyết số - Hình học - Tô pô 2021, 21

- 23 /10/ 2021 tại Trường Đại học Sư phạm - Đại học Thái Nguyên.
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Chương 1

Định lý cơ bản thứ hai với hàm đếm
rút gọn cho đường cong chỉnh hình
trên trường không Acsimet

Trong chương này chúng tôi sẽ giới thiệu một số kiến thức cơ sở trong lý

thuyết Nevanlinna-Cartan cho đường cong chỉnh hình và chứng minh một

dạng Định lý cơ bản thứ hai kiểu Cartan cho đường cong chỉnh hình trên

trường không Acsimet. Các kết quả chính trong chương này viết dựa trên

Bài báo [2] trong Danh mục Công trình của tác giả liên quan đến luận án.

1.1. Một số kiến thức cơ sở

Trường không Acsimet

Trong phần này chúng tôi nhắc lại một số kiến thức cơ sở về trường không

Acsimet, các kiến thức được tham khảo trong tài liệu [21]. Với một tập con

S của tập số thực R, ta kí hiệu

S+ = {x ∈ S : x ⩾ 0}; S+ = {x ∈ S : x > 0}.

Cho F là một trường và hàm |.| : F −→ R+ = [0;+∞) thỏa mãn các điều

kiện

i) |a| = 0 khi và chỉ khi a = 0;

ii) |a.b| = |a|.|b| với mọi a, b ∈ F ;

iii) |a+ b| ⩽ |a|+ |b| với mọi a, b ∈ F.
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Nếu hàm |.| thoả mãn thêm

iv) |a+ b| ⩽ max{|a|, |b|} với mọi a, b ∈ F

thì ta gọi hàm |.| được gọi là giá trị tuyệt đối không Acsimet, ngược lại ta

gọi hàm |.| là giá trị tuyệt đối Acsimet trên trường F.

Ta biết, một hàm giá trị tuyệt đối trên F là một chuẩn và sẽ cảm sinh

một hàm khoảng cách ρ xác định bởi:

ρ(a, b) = |a− b|

với mỗi cặp phần tử a, b ∈ F, từ đó cảm sinh ra tôpô trên F .

Ta dễ dàng chứng minh được hàm môdun trên trường C thỏa mãn các

điều kiện về giá trị tuyệt đối Acsimet. Sau đây chúng tôi giới thiệu về trường

các số phức p−adic như một ví dụ về trường không Acsimet.

Ta lấy số nguyên tố p cố định. Khi đó mỗi số nguyên m ̸= 0 luôn được

biểu diễn một cách duy nhất dưới dạng:

m = pv.m′, m′ ∈ Z\{0} và p ̸ |m′,

trong đó v là một số nguyên không âm và được xác định một cách duy nhất

bởi p,m. Kí hiệu vp(m) = v, khi đó chúng ta thu được hàm

vp : Z\{0} → Z+ = Z ∩ [0; +∞).

Ta tiếp tục mở rộng vp lên trường các số hữu tỉ Q như sau: nếu x ∈ Q, ta

đặt

vp(x) =

{
vp(m)− vp(n) : x = m

n ̸= 0
+∞ : x = 0.

Kí hiệu

|x|p =
{
p−vp(x) : x ̸= 0
0 : x = 0.

Dễ dàng chứng minh được hàm |.|p thỏa mãn các điều kiện về giá trị tuyệt

đối không Acsimet trên trường số hữu tỉ Q.

Định nghĩa 1.1 ([21]). Hàm |.|p được gọi là giá trị tuyệt đối p-adic trên

trường số hữu tỉ Q.
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Kí hiệu Qp là bổ sung đủ của trường số hữu tỉ Q theo tôpô cảm sinh bởi

giá trị tuyệt đối |.|p. Ta có thể chứng minh được Qp là một trường và giá

trị tuyệt đối |.|p trên Qp được mở rộng từ giá trị tuyệt đối |.|p trên Q như

sau: nếu x ∈ Qp và {wn} ⊂ Q là một dãy Cauchy hội tụ về x thì

|x|p = lim
n−→∞

|wn|p.

Ta dễ dàng chỉ ra: tồn tại một phép nhúng Q ↪→ Qp; trường Q trù mật

trong Qp theo tôpô sinh bởi giá trị tuyệt đối p−adic và Qp là đầy đủ nhưng

không đóng đại số. Trường Qp tồn tại một cách duy nhất, sai khác một

phép đẳng cự, được gọi là trường các số p-adic. Kí hiệu Qp là bao đóng đại

số của Qp và giá trị tuyệt đối trên Qp cũng kí hiệu là |.|p, được mở rộng từ

giá trị tuyệt đối |.|p trên Qp. Bổ sung đủ của Qp theo tôpô sinh bởi giá trị

tuyệt đối |.|p, kí hiệu là Cp. Ta có thể chứng minh được Cp là một trường,

tồn tại một cách duy nhất, sai khác một phép đẳng cự và gọi là trường các

số phức p-adic. Ngoài ra, trường Cp có các tính chất: đóng đại số, có đặc số

không, đầy đủ theo tôpô sinh bởi chuẩn |.|p và Qp trù mật trong Cp.

Một số kiến thức liên quan về lý thuyết Nevanlinna - Cartan

Trong phần này chúng tôi nhắc lại một số kiến thức cơ bản trong lý thuyết

Nevanlinna - Cartan cho đường cong chỉnh hình với mục tiêu với siêu phẳng

cố định, liên quan đến các kết quả trong luận án.

Gọi K là một trường đóng đại số, có đặc số không, đầy đủ với chuẩn sinh

bởi giá trị tuyệt đối không Acsimet (trường Cp là một ví dụ), W là C hoặc

K và kí hiệu Pn(W) là không gian xạ ảnh n chiều trên W.

Cho hàm chỉnh hình h : W −→ W, điểm z0 ∈ W được gọi là không điểm

bội k của h nếu tồn tại một hàm chỉnh hình g(z) không triệt tiêu trong một

lân cận V của z0 sao cho trong lân cận V đó hàm h được biểu diễn dưới

dạng

h(z) = (z − z0)
kg(z).
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Nghĩa là h(z0) = h′(z0) = · · · = h(k−1)(z0) = 0 và h(k)(z0) ̸= 0. Với z ∈ W,

ta kí hiệu

ordf(z) =

{
k nếu z là không điểm bội k của f,
0 nếu f(z) ̸= 0.

Giả sử f =
g

h
là một hàm phân hình, trong đó g, h là hai hàm chỉnh hình,

không có không điểm chung. Điểm a ∈ W gọi là không điểm bội k của f

nếu a là không điểm bội k của g và gọi là cực điểm bội k của f nếu a là

không điểm bội k của h.

Tiếp theo ta nhắc lại một số khái niệm về đường cong chỉnh hình. Cho

U là một miền trong W, một ánh xạ

f = (f0 : · · · : fn) : U −→ Pn(W),

trong đó f0, . . . , fn là các hàm chỉnh hình trên U và ít nhất một trong chúng

khác 0, được gọi là một đường cong chỉnh hình.

Định nghĩa 1.2 ([44]). Cho f là một đường cong chỉnh hình từ W vào

Pn(W), khi đó tồn tại các hàm chỉnh hình f0, . . . , fn trên W, trong đó có ít

nhất một hàm không đồng nhất bằng không sao cho

f(z) = (f0(z) : · · · : fn(z))

với mọi z /∈ {f0 = · · · = fn = 0}. Ta gọi (f0, . . . , fn) là một biểu diễn của

đường cong f. Nếu các hàm f0, . . . , fn không có không điểm chung trên W

thì ta gọi (f0, . . . , fn) là một biểu diễn tối giản của f .

Định nghĩa 1.3 ([15]). Một đường cong chỉnh hình f : W −→ Pn(W) được

gọi là suy biến tuyến tính nếu tồn tại một không gian con tuyến tính thực

sự H của Pn(W) sao cho f(W) ⊂ H. Đường cong f được gọi là suy biến đại

số nếu tồn tại một tập con đại số thực sự G của Pn(W) sao cho f(W) ⊂ G.

Tiếp theo ta định nghĩa các hàm Nevanlinna-Cartan: hàm đếm, hàm xấp

xỉ, hàm đặc trưng Nevanlinna-Cartan của một đường cong chỉnh hình trên
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trường W. Trước hết ta định nghĩa cho trường hợp đường cong trên trường

không Acsimet K. Cho f là một hàm chỉnh hình trên K, giả sử f được xác

định bởi chuỗi lũy thừa

f(z) =
∞∑

n=m

anz
n, (m ⩾ 0, am ̸= 0).

Với mỗi số thực r ⩾ 0, kí hiệu

|f |r = µ(r, f) = sup
n

|an|rn = sup{|f(z)| : z ∈ K với |z| ⩽ r}

= sup{|f(z)| : z ∈ K với |z| = r}.

Với đường cong chỉnh hình f : K −→ Pn(K), trong đó (f0, . . . , fn) là một

biểu diễn tối giản của f .

Định nghĩa 1.4 ([21]). Hàm

Tf(r) = log ∥f∥r,

được gọi là hàm đặc trưng Nevanlinna-Cartan của đường cong f , trong đó

∥f∥r = max{|f0|r, . . . , |fn|r}. Hàm này sẽ sai khác một lượng là hằng số

khi ta chọn một biểu diễn tối giản khác của f .

ChoH là một siêu phẳng trong Pn(K) xác định bởi dạng tuyến tính thuần

nhất L = L(z0, . . . , zn).

Định nghĩa 1.5 ([21]). Hàm

mf(r,H) = mf(r, L) = log
∥f∥r
|L(f)|r

được gọi là hàm xấp xỉ của f kết hợp với siêu phẳng H. Trong đó

L(f) = L(f0, . . . , fn).

Hàm này cũng sai khác một lượng là hằng số khi ta chọn một biểu diễn tối

giản khác của f .

Bây giờ ta định nghĩa hàm đặc trưng và hàm xấp xỉ trong trường hợp

đường cong trên trường số phức. Cho f : C −→ Pn(C) là một đường cong

chỉnh hình, trong đó (f0, . . . , fn) là một biểu diễn tối giản của f .
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Định nghĩa 1.6 ([21]). Hàm

Tf(r) =
1

2π

∫ 2π

0
log ∥f(reiθ)∥dθ,

được gọi là hàm đặc trưng Nevanlinna-Cartan của đường cong f , trong đó

∥f(z)∥ = max{|f0(z)|, . . . , |fn(z)|}. Hàm này sẽ sai khác một lượng là hằng

số khi ta chọn một biểu diễn tối giản khác của f .

Cho H là một siêu phẳng trong Pn(W) xác định bởi dạng tuyến tính

thuần nhất L(z0, . . . , zn).

Định nghĩa 1.7 ([21]). Hàm

mf(r,H) = mf(r, L) =
1

2π

∫ 2π

0
log+

∥f(reiθ)∥
|L(f)(reiθ)|

dθ

được gọi là hàm xấp xỉ của f kết hợp với siêu phẳng H. Chú ý rằng hàm

này cũng sai khác một lượng là hằng số khi ta chọn một biểu diễn tối giản

khác của f .

Tiếp theo ta định nghĩa các hàm đếm của đường cong f kết hợp với các

siêu phẳng trong cả hai trường hợp phức và không Acsimet. Cho f : W −→
Pn(W) là một đường cong chỉnh hình, trong đó (f0, . . . , fn) là một biểu diễn

tối giản của f . Với siêu phẳng cố định H trong Pn(W), xác định bởi dạng

tuyến tính thuần nhất L, ta kí hiệu nf(r,H) là số không điểm của L(f)

trong đĩa |z| ⩽ r, kể cả bội, nM
f (r,H) là số các không điểm L(f) trong đĩa

|z| ⩽ r, bội cắt cụt bởi một số nguyên dương M . Nghĩa là

nf(r,H) =
∑

z∈W,|z|⩽r

ordL(f)(z);

nM
f (r,H) =

∑
z∈W,|z|⩽r

min{M, ordL(f)(z)}.

Định nghĩa 1.8. Hàm

Nf(r,H) = Nf(r, L) :=

∫ r

0

nf(t,H)− nf(0, H)

t
dt+ nf(0, H) log r
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được gọi là hàm đếm kể cả bội và hàm

NM
f (r,H) = NM

f (r, L) :=

∫ r

0

nM
f (t,H)− nM

f (0, H)

t
dt+ nM

f (0, H) log r

được gọi là hàm đếm bội cắt cụt bởi M của đường cong f kết hợp với siêu

phẳng H. Số M trong kí hiệu NM
f (r,H) được gọi là chỉ số bội cắt cụt.

Trường hợp đặc biệt, nếu M = 1, ta viết N f(r,H) thay cho N 1
f (r,H) và

gọi là hàm đếm không kể bội.

Định lý sau đây thường được gọi là Định lý cơ bản thứ nhất, đúng trong

cả hai trường hợp phức và không Acsimet.

Định lý 1.1. (Định lý cơ bản thứ nhất) Cho f : W −→ Pn(W) là đường

cong chỉnh hình và L là một dạng tuyến tính trong Pn(W). Khi đó nếu L(f)

không đồng nhất bằng 0 thì với mọi số thực dương r ta có:

mf(r, L) +Nf(r, L) = Tf(r) +O(1),

trong đó O(1) là một hằng số không phụ thuộc vào r.

Cho X là một đa tạp đại số xạ ảnh k chiều (1 ⩽ k ⩽ n) của Pn(W)

và một số nguyên dương N . Cho {H1, . . . , Hq} là một họ gồm q ⩾ N + 1

siêu phẳng trong Pn(W), trong đó Hj được định nghĩa bởi dạng tuyến tính

Lj, 1 ⩽ j ⩽ q. Họ {H1, . . . , Hq} được gọi là ở vị trí N−dưới tổng quát đối

với X nếu với mọi tập con {i0, . . . , iN} của {1, . . . , q} gồm N + 1 phần tử,

ta có

{x ∈ X : Lij(x) = 0, j = 0, . . . , N} = ∅. (1.1)

Khi k = n, họ các siêu phẳng {H1, . . . , Hq} được gọi là ở vị trí N−dưới

tổng quát (đối với Pn(W)). Khi N = n = k thì họ {H1, . . . , Hq} được gọi là

ở vị trí tổng quát.

Tiếp theo chúng tôi giới thiệu một số dạng Định lý cơ bản thứ hai cho

đường cong chỉnh hình kết hợp với siêu phẳng cố định, liên quan đến các kết
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quả trong luận án. Như đã nói trong phần mở đầu, năm 1933, H. Cartan

đã chứng minh một dạng Định lý cơ bản thứ hai với hàm đếm bội cắt cụt

cho đường cong chỉnh hình phức trong trường hợp siêu phẳng. Năm 1983,

Nochka đã mở rộng định lý của Cartan cho trường hợp các siêu phẳng ở vị

trí dưới tổng quát như sau.

Định lý 1.2 ([33]). Cho f = (f0 : · · · : fn) : C → Pn(C) là một đường

cong chỉnh hình không suy biến tuyến tính và H1, . . . , Hq là một họ gồm

q > 2N −n+1 siêu phẳng phân biệt Pn(C) ở vị trí N−dưới tổng quát. Khi

đó

(q − 2N + n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nn
f (r,Hj) + S(r, f).

Đối với trường hợp đường cong chỉnh hình trên trường không Acsimet,

năm 1995, H. H. Khoai và M. V. Tu đã chứng minh một dạng Định lý cơ bản

thứ hai với hàm đếm bội cắt cụt cho đường cong chỉnh hình trong trường

hợp siêu phẳng. Trong [21], P. C. Hu và C. C. Yang đã xem xét kết quả của

H. H. Khoai và M. V. Tu cho trường hợp họ các siêu phẳng ở vị trí dưới

tổng quát và thu được kết quả.

Định lý 1.3 ([21]). Cho f = (f0 : · · · : fn) : K → Pn(K) là một đường

cong chỉnh hình không suy biến tuyến tính và H1, . . . , Hq là một họ gồm

q > 2N −n+1 siêu phẳng phân biệt Pn(K) ở vị trí N−dưới tổng quát. Khi

đó

(q − 2N + n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nn
f (r,Hj)−

n(N + 1)

2
log r +O(1).

Về sau các định lý trên được nhiều tác giả trong và ngoài nước mở rộng

cho trường hợp: mục tiêu là các siêu phẳng hay siêu mặt cố định hoặc di

động ở các vị trí tổng quát hay dưới tổng quát. Nhiều tác giả cũng xem xét

các dạng Định lý cơ bản thứ hai cho trường hợp f chỉnh hình trên một miền

trong W hoặc f là đường cong suy biến.
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1.2. Định lý cơ bản thứ hai kiểu Cartan

Bậc không điểm của Wronskian các hàm chỉnh hình

Cho f0, . . . , fn là các hàm nguyên, độc lập tuyến tính không có không

điểm chung trên W. Kí hiệu L = L(f0, . . . , fn) là tập hợp tất cả các tổ hợp

tuyến tính không tầm thường của các hàm f0, . . . , fn. Với z0 là một điểm

tùy ý trên W, năm 2014, Anderson và Hinkkanen đã chứng minh:

Bổ đề 1.4 ([4]). Với mỗi z0 ∈ C, các bội không điểm có thể có tại z0 của

các hàm thuộc L = L(f0, . . . , fn) tạo nên một dãy d0(z0), d1(z0), . . . , dn(z0)

thỏa mãn

0 = d0(z0) < d1(z0) < · · · < dn(z0).

Bổ đề 1.4 cho chúng ta một tính chất về các bội có thể có của các hàm

thuộc L = L(f0, . . . , fn) trong trường hợp các hàm chỉnh hình trên C tại

một điểm tùy ý. Chú ý rằng, Bổ đề 1.4 cũng đúng cho trường hợp không

Acsimet. Ngoài ra, khi cho các hàm f0, . . . , fn cụ thể thì với mỗi z0 ∈ C,

dãy d0(z0), d1(z0), . . . , dn(z0) được xác định một cách duy nhất.

Định nghĩa 1.9 ([4]). Các số d0(z0), d1(z0), . . . , dn(z0) trong định nghĩa

trên được gọi là dãy các bội đặc trưng của các hàm f0, . . . , fn tại z0.

Cho H là một siêu phẳng xác định bởi dạng tuyến tính L khi đó tồn tại

j ∈ {0, . . . , n} sao cho ordL(f)(z0) = dj(z0). Ta nhắc lại, ν(H, z0) = j và

gọi là bội rút gọn tại không điểm của L(f) tại z0 và ε(H, z0) = dj − j là bội

dư của L(f) tại z0.

Bây giờ ta nghiên cứu mối quan hệ giữa Wronskian của các hàm chỉnh

hình và dãy các bội đặc trưng của chúng. Cho f0, . . . , fn là các hàm nguyên

không có không điểm chung trên W và ít nhất một trong chúng khác hằng,
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Wronskian của các hàm f0, . . . , fn định nghĩa bởi

W = W (f0, . . . , fn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f0 . . . fn
f

′

0 . . . f
′

n
... . . . ...

f
(n)
0 . . . f

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Bổ đề sau đây cho thấy mối quan hệ giữa Wronskian của các hàm chỉnh

hình và dãy các bội đặc trưng của chúng:

Bổ đề 1.5 ([4]). Cho f0, . . . , fn là các hàm nguyên độc lập tuyến tính, không

có không điểm chung trên C. Với mỗi z0 ∈ C, gọi d0(z0), . . . , dn(zn) là dãy

các bội đặc trưng của f0, . . . , fn tại z0. Khi đó

i) Nếu W (z0) ̸= 0 thì d0(z0) = 0 < d1(z0) < · · · < dn(z0) = n;

ii) Nếu W (z0) = 0 thì d0(z0) = 0 < d1(z0) < · · · < dn(z0) phụ thuộc vào

z0, hơn nữa, trong trường hợp này bậc không điểm của W tại z0 bằng

n∑
j=1

dj(z0)−
n(n+ 1)

2
.

Bổ đề 1.5 được chứng minh bởi Anderson và Hinkkanen vào năm 2014

cho trường hợp các hàm phân hình phức. Chú ý rằng nó vẫn đúng trong

trường hợp các hàm chỉnh hình không Acsimet.

Tiếp theo chúng ta sẽ xem xét một số kết quả về bội rút gọn và bội dư.

Các khái niệm bội rút gọn và bội dư đã được định nghĩa trong phần mở đầu.

Bổ đề sau là mối quan hệ giữa bội không điểm của Wronskian của f0, . . . , fn

và tổng các bội dư của f kết hợp với họ các siêu phẳng H tại một điểm z0.

Bổ đề 1.6. Cho f : W −→ Pn(W) là đường cong chỉnh hình không suy biến

tuyến tính và f = (f0 : · · · : fn) là biểu diễn tối giản của f . Cho N ⩾ n là

một số nguyên. Giả sử H = {H1, . . . , Hq}, q ⩾ N + 1 là một họ các siêu

phẳng ở vị trí N− dưới tổng quát trong Pn(W). Khi đó

q∑
j=1

ε(Hj, z0) ⩽ (N − n+ 1)ordW (z0).
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Chứng minh. Gọi Lj, 1 ⩽ j ⩽ q, là các dạng tuyến tính định nghĩa Hj, j =

1, . . . , q. Giả sử z0 ∈ W tùy ý, ta xét hai trường hợp có thể xảy ra:

Trường hợp 1. Nếu W (z0) ̸= 0 thì ordW (z0) = 0. Theo Bổ đề 1.5 ta có

dj = j, ∀j = 1, . . . , q.

Do đó, với mỗi Hj ∈ H ta luôn có ε(Hj, z) = 0, điều này kéo theo

q∑
j=1

ε(Hj, z) = 0 = ordW (z0).

Trường hợp 2. Nếu ordW (z0) = m ⩾ 1. Kí hiệu L là tập hợp tất cả

các tổ hợp tuyến tính không tầm thường của các hàm f0, . . . , fn. Với mỗi

j = 0, 1, . . . , n, ta chọn một hàm gj ∈ L sao cho ordgj(z0) = dj(z0). Đặt

Xj = Xj(z0) = {h ∈ L : ordh(z0) ⩾ dj(z0)} ∪ {0},

với mỗi j ∈ {0, 1, . . . , n}. Khi đó Xj là một không gian tuyến tính,

dimXj = n+ 1− j

và có một cơ sở là gj, . . . , gn. Hơn nữa

Xn ⊂ Xn−1 ⊂ · · · ⊂ X0

và ∪n
j=0Xj = X0. Với mỗi l = 1, 2, . . . , q, kí hiệu hl = Ll(f) ∈ L và

G = {h1, . . . , hq}. Hiển nhiên

q∑
j=1

ε(Hj, z0) =

q∑
j=1

ε(hj, z0).

Nếu không có hàm nào thuộc họ G triệt tiêu tại z0 thì
∑q

j=1 ε(hj, z0) = 0,

khẳng định của bổ đề hiển nhiên đúng. Do đó, ta chỉ cần xét trường hợp

có ít nhất một hàm thuộc họ G triệt tiêu tại z0. Do họ H ở vị trí N−dưới

tổng quát nên với mọi cách chọn N + 1 hàm hi1, . . . , hiN+1
thuộc họ G,

dim span{hi1, . . . , hiN+1
} = n+ 1,
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trong đó span{hi1, . . . , hiN+1
} là không gian tuyến tính sinh bởi các hàm

{hi1, . . . , hiN+1
}. Điều này kéo theo, với mỗi j, không có quá N +1− j hàm

của họ G thuộc Xj. Thật vậy, giả sử tồn tại họ G1 ⊂ G gồm N +2− j hàm

sao cho G1 ⊂ Xj thì ta lấy thêm j− 1 hàm tùy ý thuộc G khác với các hàm

thuộc G1, khi đó kết hợp các hàm thuộc G1 ta được một họ gồm N +1 hàm

tạo nên một không gian có số chiều không vượt quá (n+1−j)+(j−1) = n,

mâu thuẫn với điều kiện ở vị trí N− dưới tổng quát của họ H.

Dễ thấy ∪n
j=1Xj = X1 và X1 chứa không quá N hàm của họ G, tức là

không có quá N hàm thuộc họ G triệt tiêu z0, các hàm này có thể có bội

dư tại z0. Không mất tính tổng quát, ta có thể sắp xếp lại trật tự các hàm

nếu cần, ta kí hiệu các hàm {h1, . . . , htj} ⊂ Xj với mỗi j = 1, . . . , n. Đặt

tn+1 = 0, khi đó

0 = tn+1 ⩽ tn ⩽ · · · ⩽ t1 ⩽ N,

tj ⩽ N + 1− j với j = 1, . . . , n

và trong họ G có tj − tj+1 hàm thuộc Xj\Xj+1 (j = 1, 2, . . . , n − 1), tn −
tn+1 = tn hàm thuộc Xn.

q∑
j=1

ε(hj, z0) =
n∑

j=1

(tj − tj+1)(dj − j) =
n∑

j=1

tj(dj − dj−1 − 1)

⩽
n∑

j=1

(N + 1− j)(dj − dj−1 − 1)

= (N + 1)
n∑

j=1

(dj − dj−1)− n(N + 1)−
n∑

j=1

j(dj − dj−1)

+
n(n+ 1)

2

= (N + 1)dn −
n∑

j=1

j(dj − dj−1)− n(N + 1) +
n(n+ 1)

2

= (N + 1)dn − ndn +
n−1∑
j=1

dj + d0 − n(N + 1) +
n(n+ 1)

2
.
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Suy ra
q∑

j=1

ε(hj, z0) ⩽
n∑

j=1

dj −
n(n+ 1)

2
+ (N − n)(dn − n).

Chú ý rằng dj ⩾ j với mọi j = 1, . . . , q, kết hợp với Bổ đề 1.5, ta có

q∑
j=1

ε(hj, z0) ⩽ ordW (z0) + (N − n)

(
ordW (z0) +

n(n+ 1)

2
−

n−1∑
j=1

j − n

)
= (N − n+ 1)ordW (z0).

Bổ đề được chứng minh.

Chú ý 1.1. Khi họ H ở vị trí tổng quát, tức là N = n, Bổ đề 1.6 sẽ cho

(i) Nếu ordW (z0) = 0, ta luôn có:
n∑

j=0

ε(Hj, z0) = 0.

Điều này kéo theo ε(Hj, z0) = 0 với mọi j = 1, . . . , q. Ngoài ra, trong trường

hợp này dj = j với mọi j = 0, . . . , n.

(ii) Nếu ordW (z0) ⩾ 1 thì
q∑

j=1

ε(Hj, z0) ⩽ ordW(z0),

trùng với kết quả đã được Anderson và Hinkkanen công bố trong [4] cho

trường hợp phức.

Định lý cơ bản thứ hai cho hàm đếm rút gọn

Trong phần này chúng tôi sẽ chứng minh một dạng Định lý cơ bản thứ

hai kiểu Cartan cho đường cong chỉnh hình không suy biến tuyến tính trên

trường không Acsimet trong trường hợp hàm đếm rút gọn với mục tiêu là

các siêu phẳng ở vị trí tổng quát.

Cho f = (f0 : · · · : fn) : K −→ Pn(K) là một đường cong chỉnh hình

không Acsimet và H là một siêu phẳng trong Pn(K). Ta kí hiệu

νf(r,H) =
∑
|z|⩽r

ν(H, z).
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Định nghĩa 1.10 ([4]). Hàm

Nf(r,H) =

∫ r

0

νf(t,H)− νf(0, H)

t
dt+ νf(0, H) log r

được gọi là hàm đếm rút gọn của hàm f kết hợp với siêu phẳng H.

Dễ thấy

νf(r,H) ⩽ nn
f(r,H)

Nên ta có

Nf(r,H) ⩽ Nn
f (r,H).

Cho H = {H1, . . . , Hq} là một họ các siêu phẳng H1, . . . , Hq ở vị trí tổng

quát trong Pn(K) và Lj là dạng tuyến tính định nghĩa Hj, j = 1, 2, . . . , q.

Đặt

H =
L1(f)L2(f) . . . Lq(f)

W
,

trong đó W là định thức Wronskian của f0, f1, . . . , fn. Từ Bổ đề 1.6, với

mỗi z tùy ý ta luôn có
q∑

j=1

ε(Hj, z) ⩽ ordW (z).

Đặt

V(H, z) = ordW (z)−
q∑

j=1

ε(Hj, z) ⩾ 0.

Và kí hiệu

Vf(r,H) =
∑
|z|⩽r

V(H, z).

Định nghĩa 1.11 ([4]). Hàm

Uf(r,H) =

∫ r

0

Vf(t,H)− Vf(0,H)

t
dt− Vf(0,H) log r

được gọi là hàm đếm bội dư tại các không điểm của hàm f kết hợp với họ

các siêu phẳng H.

Định lý sau đây là một dạng Định lý cơ bản thứ hai kiểu Cartan cho

đường cong chỉnh hình không Acsimet với hàm đếm rút gọn.
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Định lý 1.7. Cho f = (f0 : · · · : fn) : K −→ Pn(K) là đường cong

chỉnh hình không suy biến tuyến tính và H = {H1, . . . , Hq} là một họ gồm

q ⩾ n+ 1 siêu phẳng ở vị trí tổng quát trong Pn(K). Khi đó ta có:

(q − n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H)−N(r,H)

− n(n+ 1)

2
log r +O(1),

khi r −→ ∞ ngoài một tập có độ đo tuyến tính hữu hạn.

Chứng minh. Kí hiệu Lj là một dạng tuyến tính định nghĩa siêu phẳng Hj

với mỗi j = 1, . . . , q. Để chứng minh Định lý 1.7 ta cần bổ đề sau đây:

Bổ đề 1.8. Với giả thiết của Định lý 1.7, với mọi r > 0, tồn tại một hoán

vị m1, . . . ,mq của các số nguyên 1, . . . , q thỏa mãn:

|Lm1
(f)|r ⩾ |Lm2

(f)|r ⩾ · · · ⩾ |Lmq
(f)|r. (1.2)

Và tồn tại một hằng số A chỉ phụ thuộc vào các hệ số của các dạng tuyến

tính Lj thỏa mãn:

|fj|r ⩽ A|Lmt
(f)|r (1.3)

với mọi 0 ⩽ j ⩽ n và 1 ⩽ t ⩽ q − n.

Chứng minh. Với r > 0, |Lj(f)|r, j = 1, . . . , q là các hằng số dương, do đó

ta có thể chọn được một phép hoán vị P = {m1, . . . ,mq} của tập {1, . . . , q}
thỏa mãn (1.2).

Bây giờ ta chứng minh sự tồn tại của A. Do nên Lj(f) là một dạng tuyến

tính của fj nên

Lj(f) =
n∑

k=0

akjfk (1.4)

với mọi j = 1, 2, . . . , q, trong đó akj ∈ K, j = 1, 2, . . . , q, k = 0, . . . , n. Gọi

m1, . . . ,mq thỏa mãn (1.2) và t : 1 ⩽ t ⩽ q − n tùy ý, gọi

{h0, h1, . . . , hn} = {Lmt
(f), Lmq−n+1

(f), Lmq−n+2
(f), . . . , Lmq

(f)}
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khi đó h0, h1, . . . , hn là độc lập tuyến tính vì họ H ở vị trí tổng quát. Từ

(1.2) ta có:

|hj|r ⩽ |Lmt
(f)|r, ∀j = 0, 1, . . . , n. (1.5)

Từ (1.4) ta có:

hj =
n∑

k=0

bkjfk, (1.6)

trong đó bkj là các hằng số được tạo ra từ akj. Do hj là độc lập tuyến tính

nên từ (1.6) ta có:

fk =
n∑

j=0

cjkhj (1.7)

với k = 0, 1, . . . , n, trong đó cjk là phụ thuộc vào bkj . Do đó cjk phụ thuộc

vào akj . Đặt

At = max
j=0,1,...,n

|cjk|r và AP = max
t=1,...,q−n

At.

Khi đó từ (1.7) ta có

|fk|r = |
n∑

j=0

cjkhj|r ⩽ max
j=0,1,...,n

|cjk|r|hj|r

⩽ At max
j=0,1,...,n

|hj|r ⩽ AP max
j=0,1,...,n

|hj|r (1.8)

với mọi k = 0, . . . , n. Từ (1.5) và (1.8) ta có:

|fk|r ⩽ AP |Lmt
(f)|r

với mọi k = 0, . . . , n và 1 ⩽ t ⩽ q − n.

Chú ý rằng, với mỗi phép hoán vị A ta tìm được AP . Ta có thể lựa chọn

A = maxP AP , trong đó maximum là lấy trên tất cả các hoán vị P của tập

các số nguyên {1, 2, . . . , q}. Như vậy hằng số A thỏa mãn (1.3). Bổ đề được

chứng minh.

Ta tiếp tục chứng minh Định lý 1.7. Kí hiệu W = W (f0, . . . , fn). Dễ

nhận thấy tử số và mẫu số của hàm

H =
L1(f)L2(f) . . . Lq(f)

W
,
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là các hàm chỉnh hình trên K. Do đó nếu z0 ∈ K là một không điểm của H

thì tồn tại j ∈ {1, 2, . . . , q} sao cho Lj(f)(z0) = 0. Hơn nữa, dễ dàng thấy

rằng

ordH(z0) =

q∑
j=1

ordLj(f)(z0)− ordW (z0).

Với mỗi z0 ∈ K tùy ý, ta sẽ chứng minh

ordH(z0) =

q∑
j=1

ν(Hj, z0)− V(H, z0). (1.9)

Thật vậy, ta xem xét hai trường hợp có thể xảy ra

Trường hợp 1. Nếu W (z0) ̸= 0 thì ordW (z0) = 0 và từ Bổ đề 1.5 ta có

dj = j, ∀j = 1, . . . , q,

điều này kéo theo

ε(Hj, z0) = 0

với mọi j = 0, 1, . . . , q. Dễ thấy trong trường hợp này hàm Lj(f) không có

bội dư tại z0, tức là

j = ν(Hj, z0) = ordLj(f)(z0) = dj.

Và V(H, z0) = ordW (z0)−
∑q

j=1 ε(Hj, z) = 0. Kéo theo

ordH(z0) =

q∑
j=1

ordLj(f)(z0) =

q∑
j=1

ν(Hj, z0).

Suy ra (1.9) là đúng trong trường hợp này. Vì

V(H, z0) = ordW (z0)−
q∑

j=1

ε(Hj, z0) = 0.

Trường hợp 2. Nếu W (z0) = 0 thì ordW (z0) > 0. Từ định nghĩa ta có:

ordW (z0) =

q∑
j=1

ε(Hj, z0) + V(H, z0)

=

q∑
j=1

(ordLj(f)(z0)− ν(Hj, z0)) + V(H, z0).
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Suy ra

ordH(z0) =

q∑
j=1

ordLj(f)(z0)− ordW (z0) =

q∑
j=1

ν(Hj, z0)− V(H, z0).

Như vậy (1.9) đúng trong Trường hợp 2. Do đó (1.9) đúng trong các trường

hợp có thể xảy ra.

Với mỗi r > 0, từ (1.9) ta có

n

(
r,

1

H

)
=

q∑
j=1

νf(r,Hj)− Vf(r,H),

kéo theo

N

(
r,

1

H

)
=

q∑
j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H). (1.10)

Từ Bổ đề 1.8, tồn tại một hoán vị m1, . . . ,mq của các số nguyên 1, . . . , q

và một hằng số A > 0 sao cho:

|Lm1
(f)|r ⩾ |Lm2

(f)|r ⩾ · · · ⩾ |Lmq
(f)|r

và

|fj|r ⩽ A|Lmt
(f)|r

với mọi j = 0, . . . , n và 1 ⩽ t ⩽ q − n. Suy ra

∥f∥r = max
j=0,...,n

{|fj|r} ⩽ A|Lmt
(f)|r

với mọi 1 ⩽ t ⩽ q − n. Kéo theo

Tf(r) = log ∥f∥r ⩽ log |Lmt
(f)|r +O(1)

với mọi 1 ⩽ t ⩽ q − n. Lấy tổng hai vế bất đẳng thức trên với t từ 1 đến

q − n− 1, ta có

(q − n− 1)Tf(r) ⩽
q−n−1∑
t=1

log |Lmt
(f)|r +O(1)

= log |Lm1
(f)|r . . . |Lmq−n−1

(f)|r +O(1)

⩽ max
1⩽k1<k2<···<kq−n−1⩽q

log |Lk1(f)|r . . . |Lkq−n−1
(f)|r

+O(1). (1.11)
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Bây giờ ta đặt

v(r) = max
1⩽k1<k2<···<kq−n−1⩽q

log |Lk1(f)|r . . . |Lkq−n−1
(f)|r.

Gọi {a1, a2, . . . , aq−n−1} ⊂ {1, 2, . . . , q} trong đó

1 ⩽ a1 < · · · < aq−n−1 ⩽ q

và

{b1, b2, . . . , bn+1} = {1, 2, . . . , q} \ {a1, a2, . . . , aq−n−1},

từ tính chất Wronskian ta có:

CW (Lb1(f), Lb2(f), . . . , Lbn+1
(f)) = W (f0, . . . , fn),

trong đó C = C(b1, b2, . . . , bn+1) ̸= 0 là một hằng số. Kéo theo

H =
L1(f)L2(f) . . . Lq(f)

W

=
L1(f)L2(f) . . . Lq(f)

CW (Lb1(f), Lb2(f), . . . , Lbn+1
(f))

=
La1(f)La2(f) . . . Laq−n−1

(f)

CG
, (1.12)

trong đó

G =
W (Lb1)(f), . . . , Lbn+1

(f)

Lb1(f), . . . , Lbn+1
(f)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1
(Lb1(f))

′

Lb1(f)
. . .

(Lbn+1
(f))′

Lbn+1
(f)

... . . . ...
(Lb1(f))

(n)

Lb1(f)
. . .

(Lbn+1
(f))(n)

Lbn+1
(f)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Đặt

w(r) = max{log |CG|r : 1 ⩽ b1 < b2 < · · · < bn+1 ⩽ q},

từ (1.12) ta có

v(r) ⩽ log |H|r + w(r) +O(1).

Do đó từ (1.11)

(q − n− 1)Tf(r) ⩽ log |H|r + w(r) +O(1). (1.13)
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Áp dụng công thức Jensen, ta có:

log |H|r = log µ(r,H) = N

(
r,

1

H

)
−N(r,H) +O(1). (1.14)

Kết hợp (1.10), (1.13) và (1.14) ta có:

(q − n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H)−N(r,H)

+ w(r) +O(1). (1.15)

Bây giờ ta ước lượng w(r). Với mỗi bộ 1 ⩽ b1 < b2 < · · · < bn+1 ⩽ q, ta

có

G =
∑
σ

sign(σ)
n∏

j=1

(Lσ(αj)(f))
(j)

Lσ(αj)(f)
,

trong đó tổng lấy trên tất cả các hoán vị của tập con {α1, . . . , αn} của tập

các số tự nhiên {b1, b2, . . . , bn+1}. Do đó

log |G|r ⩽ max log
n∏

j=1

∣∣∣∣∣(Lσ(αj)(f))
(j)

Lσ(αj)(f)

∣∣∣∣∣
r

= max
n∑

j=1

log

∣∣∣∣∣(Lσ(αj)(f))
(j)

Lσ(αj)(f)

∣∣∣∣∣
r

.

Ta có

log

∣∣∣∣∣(Lσ(αj)(f))
(j)

Lσ(αj)(f)

∣∣∣∣∣
r

= log µ

(
r,
(Lσ(αj)(f))

(j)

Lσ(αj)(f)

)

⩽ log
1

rj
= −j log r.

Như vậy

log |G|r ⩽ −n(n+ 1)

2
log r.

Suy ra

w(r) ⩽
n∑

j=1

−j log r +O(1)

= −n(n+ 1)

2
log r +O(1).
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Kết hợp (1.15) ta có

(q − n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H)− n(n+ 1)

2
log r +O(1).

Định lý được chứng minh.

Chú ý 1.2. Với mỗi đường cong chỉnh hình f và với mỗi siêu phẳng H. Từ

định nghĩa ta dễ dàng nhận thấy

Nf(r,H) ⩽ Nn
f (r,H).

Do đó bất đẳng thức trong Định lý 1.7 của chúng tôi mạnh hơn bất đẳng

thức trong Định lý B của H. H. Khoai và M. V. Tu.
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Kết luận Chương 1

Trong chương này tôi đã thực hiện một số nội dung nghiên cứu sau:

1. Giới thiệu một số kiến thức cơ bản sử dụng trong luận án: trường các

số p−adic, lý thuyết phân bố giá trị Nevanlinna-Cartan cho đường cong

chỉnh hình trên trường phức hoặc không Acsimet và một số khái niệm liên

quan đến hàm đếm rút gọn.

2. Chứng minh một số kết quả bổ trợ về quan hệ giữa bậc không điểm

của Wronskian của các hàm chỉnh hình với bậc không điểm có thể có của

các hàm thuộc các tập các tổ hợp tuyến tính không tầm thường của các

hàm đó.

3. Chứng minh một dạng định lý cơ bản thứ hai kiểu Cartan cho đường

cong chỉnh hình không Acsimet với hàm đếm rút gọn kết hợp với siêu phẳng

ở vị trí tổng quát (Định lý 1.7).
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Chương 2

Một số dạng Định lý cơ bản thứ hai
cho đường cong chỉnh hình

Trong chương này chúng tôi chứng minh hai dạng Định lý cơ bản thứ hai

cho đường cong chỉnh hình, bao gồm Định lý cơ bản thứ hai kiểu Cartan-

Nochka cho đường cong trên trường không Acsimet và Định lý cơ bản thứ

hai cho đường cong chỉnh hình phức trên hình vành khuyên. Các kết quả

chính trong chương này viết dựa trên Bản thảo [1] và Bài báo [3] trong Danh

mục Công trình của tác giả liên quan đến luận án.

2.1. Định lý kiểu Cartan-Nochka cho đường cong trên trường
không Acsimet

Trong phần này chúng tôi sẽ chứng minh một dạng Định lý cơ bản thứ

hai cho đường cong chỉnh hình không Acsimet với hàm đếm rút gọn trong

trường hợp mục tiêu là các siêu phẳng cố định ở vị trí N−dưới tổng quát.

Trước hết chúng tôi giới thiệu một số khái niệm và kết quả nghiên cứu liên

quan đến việc chứng minh định lý chính.

Bội dư với trọng Nochka

Với mỗi một tập hữu hạn R, ta kí hiệu |R| là số các phần tử của R. Năm

1983, E. I. Nochka đã chứng minh hai kết quả sau liên quan đến họ các siêu

mặt ở vị trí N−dưới tổng quát.

Bổ đề 2.1 ([34]). Cho q > 2N−n+1 và {Hj}qj=1 là một họ các siêu phẳng
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ở vị trí N−dưới tổng quát trong Pn(C). Kí hiệu Q = {1, 2, . . . , q}. Khi đó

tồn tại các số hữu tỷ dương w(j) thỏa mãn các điều kiện:

i) 0 < w(j) ⩽ 1 với mọi j ∈ Q;

ii) Đặt w∗ = max
j∈Q

w(j), ta có

q∑
j=1

w(j) = w∗(q − 2N + n− 1) + n+ 1;

iii)
n+ 1

2N − n+ 1
⩽ w∗ ⩽

n

N
;

iv) Với mỗi R ⊂ Q thỏa mãn 0 < |R| ⩽ N + 1, ta có∑
j∈R

w(j) ⩽ rank{Hj}j∈R.

Các số hữu tỷ không âm w(j), j = 1, . . . , q, trong Bổ đề 2.1 được gọi là

trọng Nochka và w∗ được gọi là hằng số Nochka.

Bổ đề 2.2 ([34]). Cho q > 2N − n + 1 và {Hj}qj=1 là một họ các siêu

phẳng ở vị trí N−dưới tổng quát trong Pn(C). Gọi w(j), j ∈ Q, là các trọng

Nochka trong Bổ đề 2.1. Kí hiệu Q = {1, 2, . . . , q} và Ej ⩾ 1, j ∈ Q, là các

số thực tùy ý. Khi đó, với mỗi R ⊂ Q với 0 < |R| ⩽ N +1, tồn tại một tập

con R0 ⊂ R thỏa mãn

|R0| = rank{Hj}j∈R0
= rank{Hj}j∈R,

và ∏
j∈R

E
w(j)
j ⩽

∏
j∈R0

Ej.

Chú ý rằng Bổ đề 2.1 và Bổ đề 2.2 cũng đúng trong trường hợp họ các

siêu mặt ở vị trí N−dưới tổng quát trong không gian Pn(K).

Cho f : K −→ Pn(K) là một đường cong chỉnh hình, trong đó (f0, . . . , fn)

là một biểu diễn tối giản của f. Ta nhắc lại L = L(f0, . . . , fn) là tập tất cả

các tổ hợp tuyến tính không tầm thường của f0, . . . , fn và

Wf = W (f0, . . . , fn).
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Cho H là một siêu phẳng trong Pn(K), ta nhắc lại với mỗi z0 ∈ K,

ε(H, z0) là bội dư của Hj ◦ f tại điểm z0, tức là ε(H, z0) = dj(z0)− j ⩾ 0

khi ordHj◦j(z0) = dj(z0). Ta có bổ đề sau về quan hệ giữa bội không điểm

của Wronskian một đường cong chỉnh hình f và bội dư với trọng Nochka

của f kết hợp với một họ các siêu phẳng.

Bổ đề 2.3. Cho f : K → Pn(K) là một đường cong chỉnh hình không suy

biến tuyến tính và H = {H1, . . . , Hq} là một họ gồm q > 2N − n + 1 siêu

phẳng trong Pn(K) ở vị trí N−dưới tổng quát. Gọi w(j), j = 1, . . . , q, là

các trọng Nochka trong Bổ đề 2.1. Khi đó với mỗi z0 ∈ K, ta có

q∑
j=1

w(j)ε(Hj, z0) ⩽ ordWf
(z0). (2.1)

trong đó ordWf
(z0) là bội không điểm của Wf tại z0.

Chứng minh. Ta xét hai trường hợp có thể

Trường hợp 1. Wf(z0) ̸= 0. Khi đó ordWf
(z0) = 0. Hơn nữa, từ Bổ đề 1.5

ta có dj = j với mọi j = 0, . . . , n, do đó

ε(Hj, z0) = 0

với mọi j ∈ {1, . . . , q}. Điều này kéo theo (2.1) đúng.

Trường hợp 2. Wf(z0) = 0. Khi đó ordWf
(z0) ⩾ 1. Với mỗi j = 1, . . . , q,

ta kí hiệu Lj là dạng tuyến tính thuần nhất định nghĩaHj. Gọi S0 là một tập

con của {1, . . . , q} thỏa mãn Lj(f)(z0) = 0 với mọi j ∈ S0 và Lj(f)(z0) ̸= 0

với mọi j ∈ {1, . . . , q}\S0. Từ giả thiết họ các siêu phẳng H ở vị trí N−dưới

tổng quát, |S0| ⩽ N. Gọi S ⊂ {1, . . . , q} là một tập thỏa mãn S0 ⊂ S và

|S| = N+1. Dễ dàng kiểm tra được ε(Hj, z0) = 0 với mọi j ∈ {1, . . . , q}\S.
Điều này kéo theo

q∑
j=1

w(j)ε(Hj, z0) =
∑
k∈S

w(k)ε(Hk, z0). (2.2)
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Đặt Ej = eε(Hj ,z0) với mỗi j = 1, . . . , q, khi đó Ej ⩾ 1. Từ giả thiết họ

các siêu phẳng H là ở vị trí N− dưới tống quát ta có

rank{Hk}k∈S = n+ 1,

do đó từ Bổ đề 2.2, tồn tại một tập con S0 ⊂ S thỏa mãn

|S0| = rank{Hk}k∈S0
= rank{Hk}k∈S = n+ 1

và ∏
k∈S

E
w(k)
k ⩽

∏
k∈S0

Ek.

Lấy logarit hai vế của bất đẳng thức trên ta có∑
k∈S

w(k)ε(Hk, z0) =
∑
k∈S0

ε(Hk, z0). (2.3)

Chú ý rằng họ các siêu phẳng {Hk, k ∈ S0} ở vị trí tổng quát nên từ

Bổ đề 1.6, ta có ∑
k∈S0

ε(Hk, z0) ⩽ ordWf
(z0). (2.4)

Kết hợp (2.2), (2.3) và (2.4) ta có (2.1). Mệnh đề được chứng minh.

Bổ đề 2.3 cho chúng ta thấy tổng tất cả bội dư với trọng Nochka của một

đường cong chỉnh hình kết hợp một họ các siêu phẳng ở vị trí N−dưới tổng

quát tại một điểm z0 luôn nhỏ hơn bội không điểm của Wronskian của f tại

điểm đó. Chú ý rằng, Bổ đề 2.3 được chứng minh trong trường hợp đường

cong chỉnh hình không Acsimet và bổ đề này vẫn còn đúng trong trường

hợp đường cong chỉnh hình phức.

Định lý cơ bản thứ hai

Cho f : K −→ Pn(K) là một đường cong chỉnh hình, trong đó (f0, . . . , fn)

là một biểu diễn tối giản của f. Cho H = {H1, . . . , Hq} là một họ gồm

q ⩾ 2N − n + 1 siêu phẳng trong Pn(K) ở vị trí N−dưới tổng quát. Gọi
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w(j), j = 1, . . . , q, là các trọng Nochka của họ H trong Bổ đề 2.1. Với mỗi

z ∈ K, ta kí hiệu

V(H, z) = ordWf
(z)−

q∑
j=1

w(j)ε(Hj, z).

Theo Bổ đề 2.3 ta dễ dàng thấy

V(H, z) ⩾ 0.

Với r ⩾ 0, đặt

Vf(r,H) =
∑
|z|⩽r

V(H, z)

và gọi

Uf(r,H) =

∫ r

0

Vf(t,H)− Vf(0,H)

t
dt− Vf(0,H) log r

hàm đếm bội dư với trọng Nochka của đường cong chỉnh hình f kết hợp với

họ siêu phẳng H.

Với mỗi j = 1, . . . , q, giả sử rằng

w(j) = aj/bj

trong đó aj, bj là các số nguyên không âm và bj ̸= 0. Kí hiệu M = b1 . . . bq.

Và đặt

Φ =
L1(f)

Mw(1) . . . Lq(f)
Mw(q)

WM
f

. (2.5)

Năm 2023 chúng tôi đã chứng minh một dạng Định lý cơ bản thứ hai với

hàm đếm rút gọn cho đường cong chỉnh hình không Acsimet kết hợp với

một họ các siêu phẳng ở vị trí N− dưới tổng quát trong không gian xạ ảnh

Pn(K) như sau:

Định lý 2.4. Cho f : K → Pn(K) là một đường cong chỉnh hình không

suy biến tuyến tính và H = {H1, . . . , Hq} là một họ gồm q siêu phẳng
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(q ⩾ 2N − n+ 1) trong Pn(K) ở vị trí N−dưới tổng quát. Khi đó

(q − 2N + n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nf(r,Hj)−
N

n
Uf(r,H)− N

Mn
N(r,Φ)

− (N + 1)n

2
log r +O(1),

khi r −→ ∞ nằm ngoài một tập có độ đo tuyến tính hữu hạn.

Chứng minh. Gọi Lj, 1 ⩽ j ⩽ q là các dạng tuyến tính trong K[z0, . . . , zn]

định nghĩa Hj tương ứng và (f0, . . . , fn) là một biểu diễn tối giản của f. Để

chứng minh Định lý 2.4 ta cần các mệnh đề sau

Mệnh đề 2.5. Với các giả thiết của Định lý 2.4, tồn tại một hằng số A > 0

chỉ phụ thuộc vào các hệ số của Lj thỏa mãn với mọi r > 0,

|Lj(f)|r ⩽ A.||f ||r (2.6)

với mọi j = 1, . . . , q.

Chứng minh. Kí hiệu

Lj(z0, . . . , zn) =
n∑

k=0

akjzk (2.7)

với j = 1, . . . , q. Kí hiệu ||Lj|| = max
k=0,...,n

{|akj|}. Với mỗi r > 0 ta có

|Lj(f)|r =
∣∣ n∑
k=0

akjfk
∣∣
r
⩽ max

k=0,...,n
{|akj|r|fk|r}

⩽ max
k=0,...,n

{|akj|} max
k=0,...,n

{|fk|r} = ||Lj||.||f ||r,

với mỗi j = 1, . . . , q. Khi đó ta đặt

A = max
j=1,...,q

||Lj||,

thì A thỏa mãn (2.6). Mệnh đề được chứng minh.

Mệnh đề 2.6. Với các giả thiết của Định lý 2.4. Khi đó với mỗi r > 0, tồn

tại một hoán vị m1, . . . ,mq của các số tự nhiên 1, 2, . . . , q thỏa mãn

|Lm1
(f)|r ⩾ |Lm2

(f)|r ⩾ · · · ⩾ |Lmq
(f)|r. (2.8)
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Hơn nữa, tồn tại hằng số dương B chỉ phụ thuộc vào các hệ số của Lj thỏa

mãn

||f ||r ⩽ B|Lmt
(f)|r (2.9)

với mọi 1 ⩽ t ⩽ q −N.

Chứng minh. Ta biết rằng, với mỗi r > 0 và với mỗi j ∈ {1, . . . , n}, |Lj(f)|r
là một số số thực không âm, nên ta có thể chọn được một hoán vị P =

{m1, . . . ,mq} của tập các số tự nhiên {1, . . . , q} thỏa mãn (2.8).

Ta tiếp tục chứng minh sự tồn tại của hằng số B. Đặt

Lj(z0, . . . , zn) =
n∑

k=0

akjzk (2.10)

với mỗi j = 1, . . . , q, trong đó akj ∈ K, j = 1, . . . , q, k = 0, . . . , n là các

hằng số. Gọi m1, . . . ,mq là các số tự nhiên trong (2.8) và t là một số tự

nhiên thỏa mãn 1 ⩽ t ⩽ q − N , ta kí hiệu T0, . . . , TN là các dạng tuyến

tính Lmt
, Lmq−N+1

, Lmq−N+2
, . . . , Lmq

. Từ Bổ đề 2.2, tồn tại một tập con

{Tj0, . . . , Tjn} ⊂ {T0, . . . , TN} thỏa mãn

rank{Tj0, . . . , Tjn} = n+ 1,

tức là Tj0, . . . , Tjn là độc lập tuyến tính.

Từ (2.10), với mỗi i = 0, . . . , n ta có

Tji =
n∑

k=0

bkjizk, (2.11)

trong đó các hằng số {bkji} được lấy từ tập các hằng số {akj} trong (2.10).

Vì Tj0, . . . , Tjn độc lập tuyến tính nên từ (2.11) ta có

zk =
n∑

i=0

cjikTji (2.12)

với k = 0, . . . , n, trong đó các hằng số {cjik} chỉ phụ thuộc vào các hằng số

{bkji}. Như vậy {cjik} chỉ phụ thuộc vào các hằng số {akj} trong (2.10) và
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một trong chúng là khác 0. Đặt

Bt = max
i=0,...,n

|cjik|r = max
i=0,...,n

|cjik| > 0 và BP = max
t=1,...,q−N

Bt.

Ta biết rằng số các hoán vị {m1, . . . ,mq} của {1, . . . , q} là hữu hạn nên

ta có thể chọn B = max
P

BP > 0, trong đó maximum được lấy trên tất cả

các hoán vị P của tập các số tự nhiên {1, . . . , q}.
Bây giờ ta chứng minh B thỏa mãn (2.9). Từ định nghĩa của T0, . . . , TN

và (2.8) ta có

|Tj(f)|r ⩽ |Lmt
(f)|r (2.13)

với mỗi j ∈ {0, . . . , N}. Từ (2.12), ta có

|fk|r = |
n∑

j=0

cjikTji(f)|r ⩽ max
i=0,...,n

|cjik|r|Tji(f)|r ⩽ Bt max
i=0,...,n

|Tji(f)|r

⩽ BP max
i=0,...,n

|Tji(f)|r ⩽ B max
j=0,...,N

|Tj(f)|r (2.14)

với k = 0, . . . , n. Kết hợp (2.13) với (2.14), ta có

|fk|r ⩽ B|Lmt
(f)|r

với mỗi k = 0, . . . , n và 1 ⩽ t ⩽ q −N. Điều này kéo theo

||f ||r ⩽ B|Lmt
(f)|r

với mỗi 1 ⩽ t ⩽ q − N. Tức là B thỏa mãn (2.9). Mệnh đề được chứng

minh.

Ta tiếp tục chứng minh định lý. Với mỗi j = 1, . . . , q, giả sử

Lj(z0, . . . , zn) =
n∑

k=0

akjzk,

khi đó ta có ||Lj|| = maxk=0,...,n |akj|.
Do họ các siêu phẳng H ở vị trí N−dưới tổng quát nên từ Bổ đề 2.1,

tồn tại các trọng Nochka w(j), j = 1, . . . , q và hằng số Nochka w∗ đối với

họ các siêu phẳng H thỏa mãn Bổ đề 2.1, Bổ đề 2.2 và Bổ đề 2.3. Ta nhắc
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lại rằng nếu w(j) = aj/bj với j = 1, . . . , q, trong đó aj, bj là các số nguyên

không âm và bj ̸= 0 thì M = b1 . . . bq và

Φ =
L1(f)

Mw(1) . . . Lq(f)
Mw(q)

WM
f

, (2.15)

trong đó Wf = W (f0, . . . , fn). Dễ thấy rằng cả tử và mẫu của Φ là các hàm

nguyên.

Với mỗi z0 ∈ K, ta sẽ chứng minh

1

M
ordΦ(z0) =

q∑
j=1

w(j)ν(Hj, z0)− V(H, z0). (2.16)

Thật vậy, từ định nghĩa của Φ, ta có

ordΦ(z0) = M

q∑
j=1

w(j)ordLj(f)(z0)−MordWf
(z0). (2.17)

Ta xem xét hai trường hợp có thể xảy ra:

Nếu Wf(z0) ̸= 0, thì ordWf
(z0) = 0. Từ Mệnh đề 1.5, ta có với mọi

j ∈ {0, . . . , q},
ordLj(f)(z0) = dj = j = ν(Hj, z0),

suy ra ε(Hj, z0) = dj − j = 0. Điều này kéo theo

V(H, z0) = ordWf
(z0)−

q∑
j=1

w(j)ε(Hj, z0) = 0.

Do đó từ (2.17), ta có

ordΦ(z0) = M

q∑
j=1

w(j)ν(Hj, z0).

Điều này kéo theo (2.16).

Nếu Wf(z0) = 0. Từ định nghĩa của V(H, z0) ta có

ordWf
(z0) =

q∑
j=1

w(j)ε(Hj, z0) + V(H, z0)

=

q∑
j=1

w(j)(ordLj(f)(z0)− ν(Hj, z0)) + V(H, z0).
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Điều này kéo theo (2.16). Như vậy (2.16) đúng trong mọi trường hợp.

Với r > 0 tùy ý, từ (2.16) ta có

1

M
n

(
r,

1

Φ

)
⩽

q∑
j=1

w(j)νf(r,Hj)− Vf(r,H)

⩽ w∗
q∑

j=1

νf(r,Hj)− Vf(r,H),

điều này kéo theo

1

M
N

(
r,

1

Φ

)
⩽ w∗

q∑
j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H). (2.18)

Ta thấy với mỗi r > 0, từ Mệnh đề 2.6, tồn tại một phép phân hoạch

m1, . . . ,mq của tập các số nguyên dương 1, . . . , q và một hằng số dương cố

định B thỏa mãn

|Lm1
(f)|r ⩾ |Lm2

(f)|r ⩾ · · · ⩾ |Lmq
(f)|r

và

||f ||r ⩽ B|Lmt
(f)|r

với mỗi 1 ⩽ t ⩽ q −N. Do đó

|Lmt
(f)|r

||f ||r
⩾

1

B
(2.19)

với mỗi 1 ⩽ t ⩽ q −N. Điều này kéo theo

q−N−1∏
t=1

(
|Lmt

(f)|r
||f ||r

)w(mt)

⩾
q−N−1∏
t=1

1

Bw(mt)
=

1

B
∑q−N−1

t=1 w(mt)
.

Hơn nữa từ Mệnh đề 2.5 ta có

q−N−1∏
t=1

(
|Lmt

(f)|r
||f ||r

)w(mt)

⩽
q−N−1∏
t=1

Aw(mt) = A
∑q−N−1

t=1 w(mt).

Đặt C0 = max
S

B
∑

t∈S w(t), C1 = max
S

A
∑

t∈S w(t), trong đó maximum được lấy

trên tất cả các tập con S ⊂ {1, . . . , q} thỏa mãn |S| = q −N − 1. Khi đó

1

C0
⩽

q−N−1∏
t=1

(
|Lmt

(f)|r
||f ||r

)w(mt)

⩽ C1. (2.20)
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Đặt Q = {1, . . . , q}, S = {mt, t = 1, . . . , q−N − 1} thì |S| = q−N − 1.

Đặt R = Q\S, khi đó ta có∏
j∈S

(
|Lj(f)|r
||f ||r

)w(j)

=
∏
j∈Q

(
|Lj(f)|r
||f ||r

)w(j)

.
∏
j∈R

(
||f ||r

|Lj(f)|r

)w(j)

=
∏
j∈Q

(
|Lj(f)|r
||f ||r

)w(j)

.
∏
j∈R

(
||f ||r||Lj||
|Lj(f)|r

)w(j)

.
∏
j∈R

1

||Lj||w(j)
. (2.21)

Chú ý rằng |R| = N + 1, nên theo Bổ đề 2.2, ta thu được một tập con

R0 ⊂ R, |R0| = n+ 1 thỏa mãn∏
j∈R

(
||f ||r||Lj||
|Lj(f)|r

)w(j)

⩽
∏
j∈R0

||f ||r||Lj||
|Lj(z)|r

.

Đặt

C =
∏
j∈R

1

||Lj||w(j)
.
∏
j∈R0

||Lj||,

khi đó C > 0 là một hằng số và từ (2.21) ta có∏
j∈S

(
|Lj(f)|r
||f ||r

)w(j)

⩽ C
∏
j∈Q

(
|Lj(f)|r
||f ||r

)w(j)

.
∏
j∈R0

||f ||r
|Lj(f)|r

.

= C

∏
j∈Q |Lj(f)|w(j)r

||f ||
∑

j∈Q w(j)
r

.
||f ||n+1

r∏
j∈R0

|Lj(f)|r
.

= C

∏
j∈Q |Lj(f)|w(j)r∏
j∈R0

|Lj(f)|r
1

||f ||
∑

j∈Q w(j)−n−1
r

.

= C

∏
j∈Q |Lj(f)|w(j)r∏
j∈R0

|Lj(f)|r
1

||f ||w
∗(q−2N+n−1)

r

.

Lấy logarit hai vế bất đẳng thức trên ta có

log
∏
j∈S

(
|Lj(f)|r
||f ||r

)w(j)

⩽ log
∏
j∈Q

|Lj(f)|w(j)r − log
∏
j∈R0

|Lj(f)|r

− w∗(q − 2N + n− 1)Tf(r) +O(1). (2.22)
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Từ (2.20) ta suy ra

log
∏
j∈S

(
|Lj(f)|r
||f ||r

)w(j)

= O(1),

do đó từ (2.22) ta có

w∗(q − 2N + n− 1)Tf(r) ⩽ log

∏
j∈Q |Lj(f)|w(j)r

|Wf |r
+ log

|Wf |r∏
j∈R0

|Lj(f)|r

− log
∏
j∈S

(
|Lj(f)|r
||f ||r

)w(j)

+O(1)

=
1

M
log

∣∣∣∣L1(f)
Mw(1) . . . Lq(f)

Mw(q)

WM
f

∣∣∣∣
r

+ log

∣∣∣∣ Wf∏
j∈R0

Lj(f)

∣∣∣∣
r

+O(1). (2.23)

Bây giờ ta ước lượng log

∣∣∣∣ Wf∏
j∈R0

Lj(z)

∣∣∣∣
r

. Đặt R0 = {b1, . . . , bn+1}. Vì

rank{Hj}j∈R0
= n+ 1 = |R0|,

nên theo tính chất của Wronskian ta có,

W (f0, . . . , fn) = CW (Lb1(f), . . . , Lbn+1
(f)),

Do đó
Wf∏

j∈R0
Lj(z)

=
CW (Lb1(f), . . . , Lbn+1

(f))

Lb1(f) . . . Lbn+1
(f)

= CG,

trong đó

G =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1
(Lb1(f))

′

Lb1(f)
. . .

(Lbn+1
(f))′

Lbn+1
(f)

... . . . ...
(Lb1(f))

(n)

Lb1(f)
. . .

(Lbn+1
(f))(n)

Lbn+1
(f)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ta biết rằng

G =
∑
σ

sgn(σ)
n∏

j=1

(Lσ(αj)(f))
(j)

Lσ(αj)(f)
,
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trong đó tổng được lấy trên tất cả các hoán vị σ của tất cả các tập

{α1, . . . , αn} thuộc {b1, . . . , bn+1}. Suy ra

log |G|r ⩽ max log
n∏

j=1

∣∣∣∣∣(Lσ(αj)(f))
(j)

Lσ(αj)(f)

∣∣∣∣∣
r

= max
n∑

j=1

log

∣∣∣∣∣(Lσ(αj)(f))
(j)

Lσ(αj)(f)

∣∣∣∣∣
r

= max
n∑

j=1

log µ

(
r,
(Lσ(αj)(f))

(j)

Lσ(αj)(f)

)

⩽ max
n∑

j=1

log
1

rj
=

n∑
j=1

−j log r = −n(n+ 1)

2
log r.

Như vậy

log

∣∣∣∣ Wf∏
j∈R0

Lj(z)

∣∣∣∣
r

⩽ −n(n+ 1)

2
log r +O(1). (2.24)

Theo công thức Jensen ta có

log |Φ|r = log µ(r,Φ) = N

(
r,

1

Φ

)
−N(r,Φ) +O(1). (2.25)

Kết hợp (2.23), (2.24) và (2.25), ta có

w∗(q − 2N + n− 1)Tf(r)

⩽
1

M
log |Φ|r −

n(n+ 1)

2
log r +O(1)

⩽
1

M

(
N

(
r,

1

Φ

)
−N(r,Φ)

)
− n(n+ 1)

2
log r +O(1).

Do đó, từ (2.18) ta có

w∗(q − 2N + n− 1)Tf(r) ⩽ w∗
q∑

j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H)− 1

M
N(r,Φ)

− n(n+ 1)

2
log r +O(1).
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Suy ra

(q − 2N + n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nf(r,Hj)−
1

w∗Uf(r,H)− 1

Mw∗
N(r,Φ)

− n(n+ 1)

2w∗ log r +O(1)

⩽
q∑

j=1

Nf(r,Hj)−
N

n
Uf(r,H)− N

Mn
N(r,Φ)

− n(N + 1)

2
log r +O(1).

Như vậy định lý được chứng minh.

Chú ý rằng, do Nf(r,Hj) ⩽ Nn
f (r,Hj) với mỗi j = 1, 2, . . . , q, nên

Định lý 2.4 của chúng tôi là một cải tiến của Định lý cơ bản thứ hai kiểu

Cartan-Nochka (Định lý 1.3) cho đường cong chỉnh hình không Acsimet.

Hơn nữa khi họ H ở vị trí tổng quát N = n thì w(j) = 1 với j = 1, . . . , q,

M = 1, Φ = H và hàm đếm bội dư với trọng Nochka Uf(r,H) trùng với

hàm đếm bội dư. Trong trường hợp này Định lý 2.4 nhận lại Định lý 1.7.

2.2. Định lý cho đường cong trên hình vành khuyên

Trước khi chứng minh định lý chính, chúng tôi giới thiệu một số khái

niệm, kí hiệu và kết quả về phân bố giá trị cho hàm và đường cong chỉnh

hình trên hình vành khuyên, cần thiết cho việc chứng minh các kết quả

chính. Cho R0 > 1 là một số thực dương hoặc bằng +∞, ta gọi

∆ =
{
z ∈ C :

1

R0
< |z| < R0

}
, (2.26)

là một hình vành khuyên trên C. Với mỗi số thực r thỏa mãn 1 < r < R0,

ta kí hiệu

∆1,r =
{
z ∈ C :

1

r
< |z| ⩽ 1

}
, ∆2,r =

{
z ∈ C : 1 < |z| < r

}
,

∆r =
{
z ∈ C :

1

r
< |z| < r

}
.
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Cho f là một hàm phân hình trên ∆, c ∈ C, ta đặt

m(r, f) =
1

2π

∫ 2π

0
log+ |f(reiθ)|dθ;

m(r,
1

f − c
) =

1

2π

∫ 2π

0
log+

1

|f(reiθ)− c|
dθ.

Kí hiệu

m0(r, f) = m(r, f) +m(r−1, f),

và

m0(r,
1

f − c
) = m(r,

1

f − c
) +m(r−1,

1

f − c
).

Ta gọi n1

(
r,

1

f − c

)
là số các không điểm của f−c trong∆1,r, n2

(
r,

1

f − c

)
là số các không điểm của f − c trong ∆2,r, n1(r,∞) là số các cực điểm của

∆1,r và n2(r,∞) là số các cực điểm của f trong ∆2,r. Đặt

N1

(
r,

1

f − c

)
=

∫ 1

1/r

n1(t,
1

f−c)

t
dt, N2

(
r,

1

f − c

)
=

∫ r

1

n2(t,
1

f−c)

t
dt,

và

N1(r, f) = N1(r,∞) =

∫ 1

1/r

n1(t,∞)

t
dt,

N2(r, f) = N2(r,∞) =

∫ r

1

n2(t,∞)

t
dt.

Kí hiệu

N0

(
r,

1

f − c

)
= N1

(
r,

1

f − c

)
+N2

(
r,

1

f − c

)
N0(r, f) = N1(r, f) +N2(r, f).

Hàm

T0(r, f) = m0(r, f) +N0(r, f)− 2m(1, f)

được gọi là hàm đặc trưng Nevanlinna của f . Dễ thấy rằng các hàmm0(r, f),

N0(r, f) là không âm và hàm T0(r, f) là không âm, liên tục, lồi và không

giảm theo log r. Mệnh đề sau đây là một dạng của định lý Jensen cho hàm

phân hình trên hình vành khuyên.
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Mệnh đề 2.7 ([24]). Cho f là một hàm phân hình khác hằng trên hình

vành khuyên ∆. Khi đó, với mỗi r ∈ (1, R0) ta có

N0

(
r,
1

f

)
−N0(r, f) =

1

2π

∫ 2π

0
log |f(reiθ)|dθ + 1

2π

∫ 2π

0
log |f(r−1eiθ)|dθ

− 1

π

∫ 2π

0
log |f(eiθ)|dθ.

Mệnh đề sau đây là Định lý cơ bản thứ nhất cho hàm phân hình trên

hình vành khuyên.

Mệnh đề 2.8 ([24]). Cho f là một hàm phân hình khác hằng trên hình

vành khuyên ∆. Khi đó với mỗi r ∈ (1, R0), ta có

T0(r,
1

f − c
) = T0(r, f) +O(1)

với mọi hằng số c ∈ C.

Trong luận án này, kí hiệu “∥” trong các bất đẳng thức về quan hệ giữa

các hàm Nevanlinna của hàm phân hình hay đường cong chỉnh hình trên

hình vành khuyên được hiểu là với R0 = +∞, bất đắng thức đúng với

r ∈ (1,+∞) nằm ngoài một tập ∆′
r thỏa mãn

∫
∆′

r
rλ−1dr < +∞, và với

R0 < +∞, bất đẳng thức đúng với r ∈ (1, R0) nằm ngoài một tập ∆′
r

thỏa mãn
∫
∆′

r

1

(R0 − r)λ+1
dr < +∞, trong đó λ ⩾ 0. Mệnh đề sau đây là

một dạng Bổ đề đạo hàm logarit cho đường cong chỉnh hình trên hình vành

khuyên.

Mệnh đề 2.9 ([25]). Cho f là một hàm phân hình trên ∆ và λ ⩾ 0. Khi

đó với mỗi r ∈ (1, R0), ta có

(i) Nếu R0 = +∞,

∥ m0(r,
f ′

f
) = O(log r + log T0(r, f)).

(ii) Nếu R0 < +∞,

∥ m0(r,
f ′

f
) = O(log

1

R0 − r
+ log T0(r, f)).
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Định nghĩa 2.1 ([39]). Cho f là một đường cong chỉnh hình từ ∆ vào

Pn(C), khi đó tồn tại các hàm chỉnh hình f0, . . . , fn trên ∆, trong đó có ít

nhất một hàm không đồng nhất bằng không sao cho

f(z) = (f0(z) : · · · : fn(z))

với mọi z /∈ {f0 = · · · = fn = 0}. Ta gọi (f0, . . . , fn) là một biểu diễn của

đường cong f. Nếu các hàm f0, . . . , fn không có không điểm chung trên ∆

thì ta gọi (f0, . . . , fn) là một biểu diễn tối giản của f .

Ta nhắc lại, đường cong chỉnh hình f : ∆ −→ Pn(C) được gọi là suy biến

tuyến tính nếu ảnh của f chứa trong một đa tạp tuyến tính thực sự nào

đó của không gian xạ ảnh Pn(C). Đường cong chỉnh hình f được gọi là suy

biến đại số nếu ảnh của f chứa trong một đa tạp đại số thực sự nào đó của

Pn(C).

Cho f = (f0 : · · · : fn) : ∆ −→ Pn(C) là một đường cong chỉnh hình

trên ∆ và f = (f0, . . . , fn) là một biểu diễn tối giản của f , tức là các

hàm f0, . . . , fn chỉnh hình không có không điểm chung trên ∆. Với mỗi

1 < r < R0, hàm đặc trưng Nevanlinna-Cartan Tf(r) của f được định

nghĩa bởi

Tf(r) =
1

2π

∫ 2π

0
log ∥f(reiθ)∥dθ + 1

2π

∫ 2π

0
log ∥f(r−1eiθ)∥dθ,

trong đó ∥f(z)∥ = max{|f0(z)|, . . . , |fn(z)|}. Định nghĩa này không phụ

thuộc vào cách chọn biểu diễn tối giản của hàm f (có thể sai khác một hằng

số).

Cho D là một siêu mặt trong Pn(C) bậc d và Q là đa thức thuần nhất

trong C[x0, . . . , xn] bậc d định nghĩa D, ta nhắc lại, nếu

Q(z0, . . . , zn) =
nd∑
k=0

akz
ik0
0 . . . ziknn ,

trong đó nd =
(
n+d
n

)
− 1 và ik0 + · · · + ikn = d với k = 0, . . . , nd, thì ta kí
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hiệu

(f,D) = Q(f) =
nd∑
k=0

akf
ik0
0 . . . f ikn

n .

Giả sử (f,D) ̸≡ 0, với 1 < r < R0, hàm xấp xỉ của hàm f kết hợp với

siêu mặt D định nghĩa bởi

mf(r,D) =
1

2π

∫ 2π

0
log

∥f(reiθ)∥d

|(f,D)(reiθ)|
dθ +

1

2π

∫ 2π

0
log

∥f(r−1eiθ)∥d

|(f,D)(r−1eiθ)|
dθ,

định nghĩa này không phụ thuộc vào cách chọn biểu diễn tối giản của hàm

f (có thể sai khác một hằng số).

Với r : 1 < r < R0, kí hiệu n1,f(r,D) là số các không điểm của Q(f)

trong ∆1,r, n2,f(r,D) là số các không điểm của Q(f) trong ∆2,r, kể cả bội.

Hàm đếm của f kết hợp với siêu mặt D được định nghĩa bởi

N1,f(r,D) =

∫ 1

r−1

n1,f(t,D)

t
dt, N2,f(r,D) =

∫ r

1

n2,f(t,D)

t
dt,

và

Nf(r,D) = N1,f(r,D) +N2,f(r,D).

Cho α là một số tự nhiên dương, ta kí hiệu nα
1,f(r,D) là số các không điểm

với bội cắt cụt bởi α của Q(f) trong ∆1,r, n
α
2,f(r,D) là số các không điểm

của Q(f) trong ∆2,r, trong đó mỗi không điểm được tính bằng số bội của

nó nếu bội đó nhỏ hơn α và bằng α trong trường hợp ngược lại, tức là

nα
1,f(r,D) =

∑
z∈∆1,r,Q(f)(z)=0

min{ordQ(f)(z), α},

nα
2,f(r,D) =

∑
z∈∆2,r,Q(f)(z)=0

min{ordQ(f)(z), α}.

Hàm đếm bội cắt cụt của hàm f được định nghĩa bởi

Nα
1,f(r,D) =

∫ 1

r−1

nα
1,f(t,D)

t
dt, Nα

2,f(r,D) =

∫ r

1

nα
2,f(t,D)

t
dt,

và

Nα
f (r,D) = Nα

1,f(r,D) +Nα
2,f(r,D).
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Tiếp theo chúng tôi chứng minh một dạng định lý cơ bản cho đường cong

chỉnh hình trên hình vành khuyên cho hàm đếm bội cắt cụt với mục tiêu là

các siêu mặt ở vị trí tổng quát, cần thiết cho việc chứng minh định lý duy

nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên trong Chương 3.

Đầu tiên chúng tôi giới thiệu về Wronskian, giới thiệu và chứng minh một

số kiến thức liên quan.

Cho f0, . . . , fn là các hàm chỉnh hình, ta kí hiệu W (f0, . . . , fn) là Wron-

skian của các hàm f0, . . . , fn, tức là

W (f0, . . . , fn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f0 f1 . . . fn
f ′
0 f ′

1 . . . f ′
n

...
... . . . ...

f
(n)
0 f

(n)
1 . . . f

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Mệnh đề 2.10. Cho f : ∆ → Pn(C) là một đường cong chỉnh hình không

suy biến tuyến tính và (f0 : · · · : fn) là một biểu diễn tối giản của f . Khi

đó với mỗi 1 < r < R0, ta có

∥ m0

(
r,
W (f0, . . . , fn)

f0 . . . fn

)
= Of(r). (2.27)

Chứng minh. Ta chứng minh cho trường hợp R0 = +∞, trường hợp R0 <

+∞ được chứng minh tương tự. Không mất tính tổng quát ta giả sử f0 không

là hàm hằng. Bằng lập luận tương tự như chứng minh của Bổ đề 1.4.3 trong

[29], ta có

W (f0, . . . , fn) = fn
0W

((
f1
f0

)′
, . . . ,

(
fn
f0

)′)
.

Đặt gj = fj/f0 với j = 1, . . . , n, khi đó ta có

W (f0, . . . , fn)

f0 . . . fn
=

W (g′1, . . . , g
′
n)

g1 . . . gn
. (2.28)

Ta thấy rằng

W (g′1, . . . , g
′
n)

g1 . . . gn
=
∑
σ

sgn(σ)
n∏

j=1

(gσ(j))
(j)

gσ(j)
,
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trong đó tổng được lấy trên tất cả các hoán vị σ của {1, . . . , n}. Điều này

kéo theo với mỗi r : 1 < r < R0, ta có

m0

(
r,
W (g′1, . . . , g

′
n)

g1 . . . gn

)
⩽
∑
σ

n∑
j=1

m0

(
r,
(gσ(j))

(j)

gσ(j)

)
. (2.29)

Từ Mệnh đề 2.9, với mỗi hoán vị σ và j ∈ {1, . . . , n}, ta có

∥ m0

(
r,
g
(j)
σ(j)

gσ(j)

)
⩽ O

(
S(r) + log T0(r, gσ(j))

)
, (2.30)

trong đó S(r) = log r nếu R = +∞ và S(r) = log 1/(R− r) nếu R < +∞.

Lấy siêu phẳng H = {(z0 : · · · : zn) : z0 = 0}. Khi đó ta có

Nf(r,H) = N0(r, 1/f0) = N0(r, fj/f0),

với mỗi j = 1, . . . , n, điều này kéo theo

T0(r, gj) = T0(r, fj/f0) = m0(r, fj/f0) +N0(r, fj/f0)

=
1

2π

∫ 2π

0
log+

|fj(reiθ)|
|f0(reiθ)|

dθ +
1

2π

∫ 2π

0
log+

|fj(r−1eiθ)|
|f0(r−1eiθ)|

dθ +Nf(r,H)

⩽
1

2π

∫ 2π

0
log

||f(reiθ)||
|f0(reiθ)|

dθ +
1

2π

∫ 2π

0
log

||f(r−1eiθ)||
|f0(r−1eiθ)|

dθ +Nf(r,H)

= mf(r,H) +Nf(r,H) = Tf(r) +O(1). (2.31)

Kết hợp (2.28), (2.29), (2.30) và (2.31) ta có kết luận của mệnh đề.

Ta nhắc lại rằng D1, . . . , Dq, q > n, trong Pn(C) được gọi là ở vị trí tổng

quát nếu với mọi cách chọn i1, . . . , in+1 ∈ {1, . . . , q}, ta luôn có

n+1⋂
k=1

supp(Dik) = ∅.

Mệnh đề 2.11 ([3]). Cho D1, . . . , Dq là q siêu mặt trong Pn(C) có bậc giống

nhau và bằng d ở vị trí tổng quát trong Pn(C). Đặt M =
(
n+d
n

)
− 1. Khi đó

tồn tại (M − n) siêu mặt T1, . . . , TM−n trong Pn(C) thỏa mãn với mỗi tập

con R ⊂ {1, . . . , q} với #R = rank{Dj}j∈R = n + 1, thì rank{{Dj}j∈R ∪
{Tj}M−n

j=1 } = M + 1.
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Chú ý rằng, trong chứng minh của Mệnh đề 2.11 cho thấy các siêu mặt

Tj, j = 1, . . . ,M − n có cùng bậc d.

Năm 2022, H.T. Phuong và L. Vilaisavanh đã chứng minh định lý sau

gọi là Định lý cơ bản thứ nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình vành

khuyên.

Mệnh đề 2.12 ([41]). Cho D là một siêu mặt trong Pn(C) có bậc d và

f = (f0 : · · · : fn) : ∆ −→ Pn(C) là một đường cong chỉnh hình mà ảnh của

nó không chứa trong D. Khi đó, với mỗi 1 < r < R0, ta có

mf(r,D) +Nf(r,D) = dTf(r) +O(1).

Bây giờ chúng tôi chứng minh một dạng Định lý cơ bản thứ hai cho đường

cong chỉnh hình trên hình vành khuyên kết hợp với các siêu mặt.

Định lý 2.13. Cho f : ∆ → Pn(C) là một đường cong chỉnh hình không

suy biến đại số và Dj, 1 ⩽ j ⩽ q, là các siêu mặt trong Pn(C) bậc dj

tương ứng ở vị trí tổng quát. Gọi d là bội chung nhỏ nhất của các dj và đặt

M =
(
n+d
n

)
− 1. Khi đó, với mỗi 1 < r < R0 và q ⩾ M + 1, ta có

∥ (q −M − 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

1

dj
NM

f (r,Dj) +Of(r). (2.32)

Chứng minh. Gọi (f0 : · · · : fn) là một biểu diễn tối giản của f và gọi Pj,

1 ⩽ j ⩽ q, là các đa thức thuần nhất bậc dj trong C[z0, . . . , zn] định nghĩa

Dj. Ta đặt P = {Pj, j = 1, . . . , q}.
Trước hết ta xem xét trường hợp d1 = d2 = · · · = dq = d. Đặt

T1, . . . , TM−n là các siêu mặt trong Pn(C) thỏa mãn Mệnh đề 2.11 và gọi

Qj, 1 ⩽ j ⩽ M − n là các đa thức thuần nhất bậc d trong C[z0, . . . , zn]

định nghĩa các siêu mặt Tj. Ta kí hiệu Id = {I0, . . . , IM} là tập tất cả các

bộ n+ 1 số tự nhiên bậc d, tức là với mỗi j = 0, . . . ,M , Ij = (ij0, . . . , ijn)

thỏa mãn ij0 + · · ·+ ijn = d. Với mỗi j = 0, . . . ,M , ta đặt

Fj = f Ij = f
ij0
0 . . . f ijn

n ,
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trong đó Ij = (ij0, . . . , ijn). Vì f là đường cong không suy biến đại số nên

F0, . . . , FM độc lập tuyến tính trên C. Do đó

WF = W (F0, . . . , FM) ̸≡ 0.

Khẳng định 1. Tồn tại một hằng số dương β thỏa mãn

|Qj(f)(z)| ⩽ β||f(z)||d (2.33)

với mỗi j = 1, . . . ,M − n và với mọi z ∈ ∆.

Chứng minh Khẳng định 1.. Thực vậy, với mỗi j ∈ {1, . . . , q}, giả sử rằng

Qj(z0, . . . , zn) =
∑

Ii=(i0,...,in)∈Id

ajIiz
i0
0 . . . zinn .

Đặt βj = (M + 1)max
Ii∈Id

|ajIi| > 0 và β = max
j=1,...,q

βj > 0. Khi đó với mỗi

z ∈ ∆, ta có

|Qj(f)(z)| =
∣∣∣∣ ∑
Ii=(i0,...,in)∈Id

ajIif
i0
0 (z) . . . f

in
n (z)

∣∣∣∣
⩽ βj(max{|f0(z)|, . . . .|fn(z)|})d

⩽ β∥f(z)∥d.

Điều này kéo theo kết luận của khẳng định.

Khẳng định 2. Tồn tại một hằng số dương α thõa mãn với mọi cách

chọn tùy ý {i1, . . . , in+1} ⊂ {1, . . . , q}, ta luôn có

||f(z)||d ⩽ α max
j=1,...,n+1

|Pij(f)(z)| (2.34)

với mỗi z ∈ ∆.

Chứng minh Khẳng định 2.. Thực vậy, gọi R = {i1, . . . , in+1} ⊂ {1, . . . , q}
là một tập con bất kỳ. Với z ∈ ∆, vì Dj, 1 ⩽ j ⩽ q, ở vị trí tổng quát, theo

Hilbert’s Nullstellensatz [50], với mỗi số nguyên k ∈ {0, . . . , n}, tồn tại một

số nguyên dương mk ⩾ d thỏa mãn

zmk

k =
n+1∑
j=1

δjk(z0, . . . , zn)Pij(z0, . . . , zn),
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trong đó δjk, 1 ⩽ j ⩽ n + 1, 0 ⩽ k ⩽ n, là các đa thức thuần nhất với các

hệ số trong C bậc mk − d. Do đó

|fk(z)|mk ⩽ αR∥f(z)∥mk−dmax{|Pi1(f)(z)|, . . . , |Pin+1
(f)(z)|}, (2.35)

trong đó ∥f(z)∥ := max{|f0(z)|, . . . , |fn(z)|}, αR là một hằng số dương, chỉ

phụ thuộc vào các hệ số của δjk, 1 ⩽ j ⩽ n + 1, 0 ⩽ k ⩽ n, tức là chỉ phụ

thuộc vào các hệ số của Pij , 1 ⩽ j ⩽ n+1. Chú ý rằng, (2.35) đúng với mọi

k = 0, . . . , n, do đó

∥f(z)∥d ⩽ αRmax{|Pi1(f)(z)|, . . . , |Pin+1
(f)(z)|}. (2.36)

Đặt α = max
R={i1,...,in+1}⊂{1,...,q}

αR, do đó từ (2.36) ta có kết luận của khẳng

định.

Ta tiếp tục chứng minh định lý. Với r : 1 < r < R0, gọi x ∈ ∆, |x| = r

là một phần tử cố định, khi đó tồn tại một hoán vị {i1, . . . , iq} của tập các

chỉ số {1, . . . , q} thỏa mãn

|Pi1(f)(x)| ⩽ |Pi2(f)(x)| ⩽ · · · ⩽ |Piq(f)(x)|.

Đặt

Wr = W (Pi1(f), . . . , Pin+1
(f), Q1(f), . . . , QM−n(f)),

Vì

rank{Pi1, . . . , Pin+1
, Q1, . . . , QM−n} = M + 1,

nên tồn tại một hằng số C1 ̸= 0 thỏa mãn Wr = C1WF . Từ Khẳng định 1

và Khẳng định 2 ta có

|Pj(f)(x)| ⩽ β||f(x)||d

với mọi j = 1, . . . , q và

||f(x)||d ⩽ α max
j=1,...,n+1

|Pij(f)(x)| ⩽ α|Pik(f)(x)|
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với mọi k = n+ 2, . . . , q. Do đó ta có

|WF (x)|.
∥f(z)∥qd

|P1(f)(x) . . . Pq(f)(x)|

= |WF (x)|
n+1∏
j=1

∥f(x)∥d

|Pij(f)(x)|

q∏
k=n+2

∥f(x)∥d

|Pik(f)(x)|

⩽ αq−n−1|WF (x)|
n+1∏
j=1

∥f(x)∥d

|Pij(f)(z)|
. (2.37)

Từ định WF và Wr, từ (2.37) ta có

|WF (x)|.
∥f(z)∥qd

|P1(f)(x) . . . Pq(f)(x)|

⩽
αq−n−1

|C1|
|Wr(x)|βM−n∥f(x)∥d(M+1)∏n+1

j=1 |Pij(f)(x)|
∏M−n

j=1 |Qj(f)(x)|
,

điều này kéo theo

log
∥f(x)∥qd|WF (x)|

|P1(f)(x) . . . Pq(f)(x)|

⩽ d(M + 1) log ∥f(x)∥+ log+
|Wr(x)|

n+1∏
j=1

|Pij(f)(x)|
M−n∏
j=1

|Qj(f)(x)|
+ logC

⩽ d(M + 1) log ∥f(x)∥

+
∑

R⊂{1,...,q}

log+
|WR(x)|∏

j∈R
|Pj(f)(x)|

M−n∏
j=1

|Qj(f)(x)|
+ logC, (2.38)

trong đó C = αq−n−1βM−n/|C1|, tổng được lấy trên tất cả các tập con

R ⊂ {1, . . . , q} với #R = n+ 1 và

WR = W (Pj(j ∈ R), Qj(j = 1, . . . ,M − n)).

Đặt

S(x) =
∑

R⊂{1,...,q}

log+
|WR(x)|∏

j∈R
|Pj(f)(x)|

∏M−n
j=1 |Qj(f)(x)|

,
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do đó, từ (2.38) ta có

log
∥f(x)∥qd|WF (x)|

|P1(f)(x) . . . Pq(f)(x)|
⩽ d(M + 1) log ∥f(x)∥

+ S(x) + logC. (2.39)

Lập luận tương tự ở trên cho y ∈ ∆ : |y| = 1/r, ta có

log
∥f(y)∥qd|WF (y)|

|P1(f)(y) . . . Pq(f)(y)|
⩽ d(M + 1) log ∥f(y)∥

+ S(y) + logC. (2.40)

Lấy tích phân hai vế (2.39), (2.40), cộng vế với vế, từ Mệnh đề 2.7, ta có

d(q −M − 1)Tf(r) ⩽
∫ 2π

0

(
S(reiθ) + S(r−1eiθ)

)dθ
2π

+

q∑
j=1

Nf(r,Dj)−N0(r,
1

WF
) +O(1). (2.41)

Từ Mệnh đề 2.10, ta có

|| 1

2π

∫ 2π

0

(
S(reiθ) + S(r−1eiθ)

)
dθ

=
∑

R⊂{1,...,q}

m0

(
r,

WR∏
j∈R

|Pj(f)|
∏M−n

j=1 |Qj(f)|

)
= Of(r). (2.42)

Bây giờ ta ước lượng
∑q

j=1Nf(r,Dj)−N0(r,
1

WF
). Với mỗi z0 ∈ ∆1, tồn

tại các số tự nhiên βj ⩾ 0, 1 ⩽ j ⩽ q và các hàm gj chỉnh hình, không triệt

tiêu trong một lân cận U của z0 thỏa mãn

Pj(f)(z) = (z − z0)
βjgj,

với j = 1, . . . , q, trong đó βj = 0 nếu Pj(f) không triệt tiêu tại z0. Vì

các siêu mặt D1, . . . , Dq ở vị trí tổng quát, tồn tại nhiều nhất n chỉ số

j ∈ {1, . . . , q} thỏa mãn βj > 0. Không mất tính tổng quát ta giả sử βj > 0

với 1 ⩽ j ⩽ k ⩽ n và βj = 0 với j > k.

Đặt R = {1, . . . , n+ 1} và

WR = W (P1, . . . , Pn+1, Q1, . . . , QM−n).
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Khi đó tồn tại một hằng số khác không C2 thỏa mãn WF = C2.WR. Do đó

ta có WF triệt tiêu tại z0 với bậc ít nhất là

k∑
j=1

max{0, βj −M} =

q∑
j=1

max{0, βj −M}.

Do đó
q∑

j=1

N1,f(r,Dj)−N1(r,
1

WF
) ⩽

q∑
j=1

NM
1,f(r,Dj).

Lập luận tương tự ta có
q∑

j=1

N2,f(r,Dj)−N2(r,
1

WF
) ⩽

q∑
j=1

NM
2,f(r,Dj).

Kéo theo
q∑

j=1

Nf(r,Dj)−N0(r,
1

WF
) ⩽

q∑
j=1

NM
f (r,Dj). (2.43)

Kết hợp (2.41), (2.42) và (2.43) ta có

|| d(q −M − 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

NM
f (r,Dj) +Of(r), (2.44)

điều này kéo theo (2.32).

Tiếp theo ta xem xét trường hợp d1, . . . , dq là khác nhau. Gọi d là bội số

chung nhỏ nhất của các d1, . . . , dq, ta đặt P
∗
j = P

d/dj
j với mỗi j ∈ {1, . . . , q}.

Khi đó P ∗
1 , . . . , P

∗
q có cùng bậc d. Đặt D∗

j là siêu mặt định nghĩa bởi P ∗
j với

j = 1, . . . , q. Từ (2.44) ta có∥∥ d(q −M − 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

NM
f (r,D∗

j ) +Of(r). (2.45)

Chú ý rằng nếu z ∈ C là một không điểm của Pj(f) với bội β thì z là một

không điểm P
d/dj
j (f) với bội βd/dj. Điều này kéo theo

NM
f (r,D∗

j ) = NM
1,f(r,D

∗
j ) +NM

2,f(r,D
∗
j )

⩽
d

dj
NM

1,f(r,Dj) +
d

dj
NM

2,f(r,Dj) =
d

dj
NM

f (r,Dj).

Điều này kéo theo (2.32) từ (2.45). Như vậy định lý được chứng minh.
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Nhận xét 2.1. Với R1 < R2 là các số thực dương hoặc R1 = 0, R2 = ∞
và z0 ∈ C, kí hiệu

∆0 = {R1 < |z − z0| < R2} (2.46)

là một hình vành khuyên trên C. Bây giờ ta nghiên cứu phép biến hình biến

vành khuyên xác định trong (2.46) thành hình vành khuyên định nghĩa bởi

(2.26). Xét hai trường hợp cụ thể

Trường hợp 1. R1, R2 là các số thực dương, khi đó phép biến hình

w(z) =
1√

R2.R1

(z − z0),

sẽ biến hình vành khuyên ∆0 thành ∆ =
{ 1

R0
< |w| < R0

}
, trong đó

R0 =
√
R2/R1.

Trường hợp 2. R1 = 0, R2 = ∞, khi đó phép biến hình

w(z) = z − z0,

biến hình vành khuyên ∆0 thành ∆, trong đó R0 = ∞.

Như vậy, trong mọi trường hợp ta đều có thể biến đổi được hình vành

khuyên xác định bời (2.46) thành hình vành khuyên định nghĩa bởi (2.26).

Do đó, định lý của chúng tôi vẫn có thể sử dụng được cho trường hợp đường

cong chỉnh hình trên hình vành khuyên bất kỳ trong Nhận xét 2.1 với một

số điều chỉnh về định nghĩa và phát biểu định lý.
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Kết luận Chương 2

Trong chương này chúng tôi đã xây dựng hai dạng Định lý cơ bản thứ hai

cho đường cong chỉnh hình trên trường không Acsimet và trường số phức.

Cụ thể

1. Chứng minh một dạng Định lý cơ bản thứ hai kiểu Cartan-Nochka cho

đường cong chỉnh hình không Acsimet với hàm đếm rút gọn kết hợp với siêu

phẳng ở vị trí dưới tổng quát (Định lý 2.4).

2. Đưa ra một dạng Định lý cơ bản thứ hai kiểu Cartan với hàm đếm bội

cắt cụt cho đường cong chỉnh hình trên một hình vành khuyên trong mặt

phẳng phức kết hợp với các siêu mặt ở vị trí tổng quát (Định lý 2.13).
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Chương 3

Định lý duy nhất cho đường cong
chỉnh hình trên hình vành khuyên

Trong chương này chúng tôi chứng minh một số định lý duy nhất cho

đường cong chỉnh hình, bao gồm một định lý duy nhất kiểu Chen-Yan và

hai định lý kiểu Fujimoto. Các kết quả chính trong chương này viết dựa

trên hai bài báo [3] và [4] trong Danh mục Công trình của tác giả liên quan

đến luận án.

3.1. Định lý duy nhất kiểu Chen-Yan

Để chứng minh kết quả chính, chúng ta cần một số kết quả bổ trợ sau:

Mệnh đề 3.1. Cho f : ∆ −→ Pn(C) là một đường cong đại số không suy

biến tuyến tính và D1, D2 là các siêu mặt cùng bậc d. Khi đó,

T0

(
r,
(f,D1)

(f,D2)

)
⩽ dTf(r) +O(1), (3.1)

với mỗi r thỏa mãn 1 < r < R0.

Chứng minh. Ta có

T0

(
r,
(f,D1)

(f,D2)

)
= m0

(
r,
(f,D1)

(f,D2)

)
+N0

(
r,
(f,D1)

(f,D2)

)
+O(1)

⩽
∫ 2π

0
log+

∣∣∣∣(f,D1)

(f,D2)
(reiθ)

∣∣∣∣dθ2π +

∫ 2π

0
log+

∣∣∣∣(f,D1)

(f,D2)
(r−1eiθ)

∣∣∣∣dθ2π
+N0

(
r,

1

(f,D2)

)
+O(1). (3.2)
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Từ Mệnh đề 2.7, ta có

N0

(
r,

1

(f,D2)

)
⩽
∫ 2π

0
log |(f,D2)(re

iθ)|dθ
2π

+

∫ 2π

0
log |(f,D2)(r

−1eiθ)|dθ
2π

+O(1). (3.3)

Ta thấy rằng∫ 2π

0
log+

∣∣∣∣(f,D1)

(f,D2)
(reiθ)

∣∣∣∣dθ2π +

∫ 2π

0
log |(f,D2)(re

iθ)|dθ
2π

⩽
∫ 2π

0
log+

|(f,D1)(re
iθ)|+ |(f,D2)(re

iθ)|
|(f,D2)(reiθ)|

dθ

2π

+

∫ 2π

0
log |(f,D2)(re

iθ)|dθ
2π

=

∫ 2π

0
log

|(f,D1)(re
iθ)|+ |(f,D2)(re

iθ)|
|(f,D2)(reiθ)|

dθ

2π

+

∫ 2π

0
log |(f,D2)(re

iθ)|dθ
2π

=

∫ 2π

0
log(|(f,D1)(re

iθ)|+ |(f,D2)(re
iθ)|)dθ

2π

⩽ d

∫ 2π

0
logmax{|f0(reiθ)|, . . . , |fn(reiθ)|}

dθ

2π
+O(1). (3.4)

Tương tự, ta có∫ 2π

0
log+

∣∣∣∣(f,D1)

(f,D2)
(r−1eiθ)

∣∣∣∣dθ2π +

∫ 2π

0
log |(f,D2)(r

−1eiθ)|dθ
2π

⩽ d

∫ 2π

0
logmax{|f0(r−1eiθ)|, . . . , |fn(r−1eiθ)|}dθ

2π
+O(1). (3.5)

Kết hợp (3.2), (3.3), (3.4) và (3.5) ta có (3.1).

Với f, g : ∆ −→ Pn(C) là các đường cong chỉnh hình không suy biến đại

số, ta đặt

T (r) = Tf(r) + Tg(r).

Với mỗi siêu mặt Dj ∈ D, trong đó D = {D1, . . . , Dq} là một họ các siêu



66

mặt và số nguyên dương δ, ta đặt

Fj(δ) =
δ−1∑
t=1

(δ − t)N f,=t(r,Dj); Gj(δ) =
δ−1∑
t=1

(δ − t)N g,=t(r,Dj).

Gọi D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm q siêu mặt ở vị trí tổng quát. Ta

kí hiệu bậc của siêu mặt Dj là dj với mỗi j = 1, . . . , q và gọi d là bội chung

nhỏ nhất của các dj. Kí hiệu M =
(
n+d
d

)
− 1. Định lý sau đây là một dạng

định lý duy nhất kiểu Yan - Chen cho đường cong chỉnh hình trên hình vành

khuyên được chúng tôi công bố năm 2023.

Định lý 3.2. Cho D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm q siêu mặt ở vị trí

tổng quát và f, g : ∆ −→ Pn(C) là các đường cong chỉnh hình không suy

biến đại số thỏa mãn Of(r) = o(Tf(r)) và Og(r) = o(Tg(r)). Giả sử rằng

a) Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅ với mỗi i ̸= j ∈ {1, . . . , q};
b) Ef(Dj) ⊂ Eg(Dj) với mỗi j = 1, 2, . . . , q và f(z) = g(z) với mọi

z ∈ Ef(D).

c) lim inf
r−→R0

∑q
j=1N

1
f (r,Dj)/

∑q
j=1N

1
g (r,Dj) >

M

M + 1
.

Nếu q ⩾ 2M + 3 thì tồn tại tập con S ⊂ {1, . . . , q} thỏa mãn #S > M + 1

và

(f,Dk)
d/dk

(f,Dl)d/dl
≡ (g,Dk)

d/dk

(g,Dl)d/dl
với mọi k ̸= l ∈ S. (3.6)

Chứng minh. Để chứng minh Định lý 3.2, ta cần các mệnh đề sau

Mệnh đề 3.3. Với các điều kiện của Định lý 3.2 và giả thiết thêmD1, . . . , Dq

có cùng bậc d. Khi đó với mọi số δ > 0 và với mọi k ̸= l ∈ {1, . . . , q} thỏa

mãn Φ =
(f,Dk)

(f,Dl)
− (g,Dk)

(g,Dl)
̸≡ 0, ta có

δN 1
f (r,Dk)+δN 1

f (r,Dl) +
∑
j

N 1
f (r,Dj)

⩽ dT (r) + Fk(δ) + Fl(δ) +Gk(δ) +Gl(δ) +O(1), (3.7)

trong đó 1 < r < R0 và tổng
∑

j được lấy trên tất cả j ∈ {1, . . . , q}\{k, l}.
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Chứng minh. Trước hết ta chứng minh∑
j∈{1,...,q}\{k,l}

N 1
f (r,Dj) +N δ

f (r,Dk)−Gk(δ) ⩽ N0(r,
1

Φ
). (3.8)

Thật vậy, nếu z0 ∈
⋃

j∈{1,...,q}\{k,l}
{z ∈ ∆ : (f,Dj)(z0) = 0}, thì từ f(z) =

g(z) với mỗi z ∈ f−1(Dj) và f−1(Di) ∩ f−1(Dj) = ∅ với mọi i ̸= j ∈
{1, . . . , q}, ta có

(f,Dk)(z0) = λ(g,Dk)(z0) ̸= 0, (f,Dl)(z0) = λ(g,Dl)(z0) ̸= 0.

Điều này kéo theo Φ(z0) = 0.

Nếu z0 ∈ {z ∈ ∆ : (f,Dk)(z) = 0} ⊂ {z ∈ ∆ : (g,Dk)(z) = 0}, thì
Φ(z0) = 0 và νΦ(z0) ⩾ min{ν(f,Dk)(z0), ν(g,Dk)(z0)} ⩾ 1. Đặt

α = ν(f,Dk)(z0) ⩾ 1, β = ν(g,Dk)(z0) ⩾ 1.

Ta xem xét hai trường hợp có thể xảy ra:

Trường hợp 1. 1 ⩽ α ⩽ δ − 1.

Nếu β ⩾ α thì νΦ(z0) ⩾ min{α, β} = α = min{α, δ}.
Nếu 1 ⩽ β < α thì

νΦ(z0) ⩾ min{α, β} = β = α− (α− β) > α− (δ − β)

= min{α, δ} − (δ − β)min{β, 1}.

Trường hợp 2. α ⩾ δ.

Nếu β ⩾ α thì νΦ(z0) ⩾ min{α, β} = α ⩾ min{α, δ}.
Nếu 1 ⩽ β < α và β ⩾ δ thì

νΦ(z0) ⩾ min{α, β} = β ⩾ δ = min{α, δ}.

Nếu 1 ⩽ β < α và β < δ thì

νΦ(z0) ⩾ min{α, β} = β = δ − (δ − β)

= min{α, δ} − (δ − β)min{β, 1}.
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Do đó ta có (3.8).

Tiếp theo ta chứng minh

N0(r,
1

Φ
) ⩽ T (r)−N δ

f (r,Dl) +Gl(δ) +O(1). (3.9)

Ta có

N0(r,
1

Φ
) ⩽ T0(r,

1

Φ
)

⩽ T0(r,Φ) +O(1) = N0(r,Φ) +m0(r,Φ) +O(1). (3.10)

Hơn nữa

m0(r,Φ) ⩽ m0

(
r,
(f,Dk)

(f,Dl)

)
+m0

(
r,
(g,Dk)

(g,Dl)

)
+O(1)

⩽ T0

(
r,
(f,Dk)

(f,Dl)

)
+ T0

(
r,
(g,Dk)

(g,Dl)

)
−N0

(
r,

1

(f,Dl)

)
−N0

(
r,

1

(g,Dl)

)
+O(1).

Do đó từ Mệnh đề 3.1, ta có

m0(r,Φ) ⩽ dT (r)−N0

(
r,

1

(f,Dl)

)
−N0

(
r,

1

(g,Dl)

)
+O(1).

Khi đó (3.10) trở thành

N0(r,
1

Φ
) ⩽ dT (r)−N0

(
r,

1

(f,Dl)

)
−N0

(
r,

1

(g,Dl)

)
+N0(r,Φ) +O(1). (3.11)

Ta thấy rằng nếu z0 ∈ ∆ là một không điểm của (f,Dl) hoặc (g,Dl) thì

z0 là một cực điểm của Φ và

ν∞Φ (z0) ⩽ max{ν(f,Dl)(z0), ν(g,Dl)(z0)},

trong đó ν∞Φ (z0) là bậc của cực điểm của Φ tại z0. Suy ra

ν(f,Dl)(z0) + ν(g,Dl)(z0)− ν∞Φ (z0) ⩾ ν(f,Dl)(z0) + ν(g,Dl)(z0)

−max{ν(f,Dl)(z0), ν(g,Dl)(z0)}

= min{ν(f,Dl)(z0), ν(g,Dl)(z0)}.
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Lập luận như chứng minh bất đẳng thức (3.8), ta có

N0

(
r,

1

(f,Dl)

)
+N0

(
r,

1

(g,Dl)

)
−N0(r,Φ) ⩾ N δ

f (r,Dl)−Gl(δ). (3.12)

Kết hợp (3.11) và (3.12) ta có (3.9). Do đó từ (3.8) và (3.9), ta có∑
j

N 1
f (r,Dj)+N δ

f (r,Dk)−Gk(δ)

⩽ d∗T (r)−N δ
f (r,Dl) +Gl(δ) +O(1). (3.13)

Chú ý rằng

N δ
f (r,Dk) = δN1

f (r,Dk)− Fk(δ); N δ
f (r,Dl) = δN 1

f (r,Dl)− Fl(δ),

do đó từ (3.13) ta có (3.7). Điều này kéo theo kết luận của mệnh đề.

Ta tiếp tục chứng minh định lý chính. Gọi Qj là đa thức thuần nhất bậc

dj định nghĩa Dj với mỗi j = 1, 2, . . . , q. Gọi d là bội chung nhỏ nhất của

các d1, d2, . . . , dq. Với j = 1, 2, . . . , q, ta đặt Pj = Q
d/dj
j và đặt D∗

j là siêu

mặt bậc d định nghĩa bởi Pj. Đặt

D∗ = {D∗
1, D

∗
2, . . . , D

∗
q},

khi đó D∗ là ở vị trí tổng quát.

Ta dễ thấy rằng nếu f ≡ g thì (f,Dj) ≡ (g,Dj) với mọi j = 1, . . . , q, do

đó ta có kết luận của định lý. Bây giờ ta xem xét trường hợp f ̸≡ g, khi đó tồn

tại các chỉ số α, β ∈ {0, . . . , n} sao cho fαgβ ̸≡ fβgα. Từ định nghĩa D∗ ta có

Ef(D∗) = Ef(D) và Eg(D∗) = Eg(D). Do đó từ giả thiết của Định lý 3.2 ta

có Ef(D
∗
i )∩Ef(D

∗
j ) = ∅ với mỗi cặp i ̸= j ∈ {1, . . . , q}, Ef(D

∗
j ) ⊂ Eg(D

∗
j )

với mọi j = 1, 2, . . . , q và f(z) = g(z) với mọi z ∈ Ef(D∗).

Ta biết rằng nếu z0 ∈ C là một không điểm của (f,D∗
j ), thì z0 ∈ Ef(D∗).

Điều này kéo theo g(z0) = f(z0), do đó

fα(z0)gβ(z0) = fβ(z0)gα(z0),

tức là z0 là một không điểm của hàm h = fαgβ − fβgα. Từ

Ef(D
∗
i ) ∩ Ef(D

∗
j ) = ∅
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với mỗi cặp i ̸= j ∈ {1, . . . , q}, ta suy ra z0 không là không điểm của (f,D∗
i )

với mọi i ∈ {1, . . . , q}, i ̸= j. Điều này kéo theo

q∑
j=1

N 1
f (r,D

∗
j ) ⩽ N0

(
r,
1

h

)
+O(1),

với mỗi r : 1 < r < R0.

Từ Mệnh đề 2.7 ta có

N0

(
r,
1

h

)
=

1

2π

∫ 2π

0
log |(fαgβ − fβgα)(re

iθ)|dθ

+
1

2π

∫ 2π

0
log |(fαgβ − fβgα)(r

−1eiθ)|dθ +O(1)

⩽
1

2π

∫ 2π

0
log
(
2. max

j=0,...,n
|fj(reiθ)| max

j=0,...,n
|gj(reiθ)|

)
dθ

+
1

2π

∫ 2π

0
log
(
2. max

j=0,...,n
|fj(r−1eiθ)| max

j=0,...,n
|gj(r−1eiθ)|

)
dθ

+O(1)

=
1

2π

∫ 2π

0

(
log max

j=0,...,n
|fj(reiθ)|dθ + log max

j=0,...,n
|gj(reiθ)|

)
dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

(
log max

j=0,...,n
|fj(r−1eiθ)|dθ + log max

j=0,...,n
|gj(r−1eiθ)|

)
dθ

+O(1)

= Tf(r) + Tg(r) +O(1).

Như vậy

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj) =

q∑
j=1

N 1
f (r,D

∗
j )

⩽ Tf(r) + Tg(r) = T (r) +O(1), (3.14)

trong đó T (r) = Tf(r) + Tg(r).
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Từ Mệnh đề 2.13, ta có

(q −M − 1)Tf(r) ⩽
1

d

q∑
j=1

NM
f (r,D∗

j ) +Of(r)

=
1

d

q∑
j=1

(
MN 1

f (r,D
∗
j )−

M−1∑
k=1

(M − k)N f,=k(r,D
∗
j )

)
+Of(r). (3.15)

Tương tự cho đường cong g, ta có

(q −M − 1)Tg(r) =
1

d

q∑
j=1

(
MN 1

g (r,D
∗
j )−

M−1∑
k=1

(M − k)N g,=k(r,D
∗
j )

)
+Og(r). (3.16)

Với mỗi j ∈ {1, 2, . . . , q}, ta đặt

Fj(M) =
M−1∑
k=1

(M − k)N f,=k(r,D
∗
j ); Gj(M) =

M−1∑
k=1

(M − k)N g,=k(r,D
∗
j ).

Khi đó từ (3.15) và (3.16) ta có

d(q −M − 1)T (r) ⩽M

q∑
j=1

N 1
f (r,D

∗
j ) +M

q∑
j=1

N 1
g (r,D

∗
j ) (3.17)

−
q∑

j=1

(Fj(M) +Gj(M)
)
+ o(T (r)).

Giả sử phản chứng rằng Khẳng định (3.6) không đúng. Bằng việc sắp xếp

lại dãy các chỉ số ta có thể giả thiết rằng

D∗ = D∗
1 ∪ D∗

2 ∪ · · · ∪ D∗
k,

trong đó

D∗
1 = {D∗

1, . . . , D
∗
s1
}, D∗

2 = {D∗
s1+1, . . . , D

∗
s2
}

. . . , D∗
k = {D∗

sk−1+1, . . . , D
∗
sk
}, sk = q,

thỏa mãn
(f,D∗

k)

(g,D∗
k)

≡ (f,D∗
l )

(g,D∗
l )
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nếu D∗
k, D

∗
l ∈ D∗

j , 1 ⩽ j ⩽ k và

(f,D∗
k)

(g,D∗
k)

̸≡ (f,D∗
l )

(g,D∗
l )

nếu D∗
k, D

∗
l thuộc các nhóm khác nhau. Khẳng định (3.6) không đúng nên

số siêu mặt ở trong mỗi nhóm D∗
j nhiều nhất là M + 1. Ta định nghĩa ánh

xạ p : {1, . . . , q} −→ {1, . . . , q} bởi

p(i) =

{
i+M + 1, nếu i+M + 1 ⩽ q,
i+M + 1− q, nếu i+M + 1 > q.

Khi đó p là song ánh. Với mỗi i ∈ {1, . . . , q}, ta có |p(i) − i| ⩾ M + 1 vì

q > 2M + 2. Điều này kéo theo D∗
i và D∗

p(i) thuộc hai nhóm khác nhau, do

đó

Φi =
(f,D∗

i )

(f,D∗
p(i))

− (g,D∗
i )

(g,D∗
p(i))

̸≡ 0.

Từ Mệnh đề 3.3, ta có

MN 1
f (r,D

∗
i ) +MN 1

f (r,D
∗
p(i)) +

∑
j∈{1,...,q}\{i,p(i)}

N 1
f (r,D

∗
j )

⩽ dT (r) + Fi(M) + Fp(i)(M) +Gi(M) +Gp(i)(M) +O(1). (3.18)

Lấy tổng của (3.18) trên tất cả các chỉ số i ∈ {1, . . . , q}, ta có

M

q∑
i=1

(
N 1

f (r,D
∗
i ) +N 1

f (r,D
∗
p(i))

)
+ (q − 2)

q∑
j=1

N 1
f (r,D

∗
j )

⩽
q∑

i=1

(
Fi(M) + Fp(i)(M) +Gi(M) +Gp(i)(M)

)
+ qdT (r) +O(1). (3.19)

Vì p là song ánh nên (3.19) được viết lại như sau

(q + 2M − 2)

q∑
j=1

N 1
f (r,D

∗
j ) ⩽ qdT (r) + 2

q∑
j=1

(
Fj(M) +Gj(M)

)
+O(1).
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Điều này kéo theo

q + 2M − 2

2

q∑
j=1

N 1
f (r,D

∗
j )−

qd

2
T (r) +O(1)

⩽
q∑

j=1

(
Fj(M) +Gj(M)

)
. (3.20)

Từ (3.17) và (3.20) ta có

d(q −M − 1)T (r) ⩽M

q∑
j=1

N 1
f (r,D

∗
j ) +M

q∑
j=1

N 1
g (r,D

∗
j )

− q + 2M − 2

2

q∑
j=1

N 1
f (r,D

∗
j ) +

qd

2
T (r) + o(T (r)).

Điều này kéo theo

d(q − 2M − 2)

2
T (r) ⩽

2− q

2

q∑
j=1

N 1
f (r,D

∗
j )

+M

q∑
j=1

N 1
g (r,D

∗
j )
)
+ o(T (r)). (3.21)

Chú ý rằng

N 1
f (r,D

∗
j ) = N 1

f (r,Dj); N 1
g (r,D

∗
j ) = N 1

g (r,Dj),

nên (3.21) trở thành

d(q − 2M − 2)

2
T (r) ⩽

2− q

2

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj)

+M

q∑
j=1

N 1
g (r,Dj)

)
+ o(T (r)). (3.22)

Kết hợp (3.14) và (3.22) ta có

d(q − 2M − 2)

2

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj)

⩽
2− q

2

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj) +M

q∑
j=1

N 1
g (r,Dj)

)
+ o(T (r)).
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Từ q > 2M + 2, nên bất đẳng thức trên tương đương với
q∑

j=1

N 1
f (r,Dj) ⩽

2M

(d+ 1)q − 2Md− 2d− 2

q∑
j=1

N 1
g (r,Dj) + o(T (r)).

Điều này kéo theo

lim inf
r−→∞

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj)/

q∑
j=1

N 1
g (r,Dj) ⩽

2M

(d+ 1)q − 2Md− 2d− 2
.

Nếu ta lấy q ⩾ 2M + 3 thì

lim inf
r−→∞

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj)/

q∑
j=1

N 1
g (r,Dj) ⩽

2M

2M + 2
=

M

M + 1
.

Mâu thuẫn với giả thiết của định lý. Như vậy Khẳng định (3.6) đúng và

định lý được chứng minh.

3.2. Định lý duy nhất kiểu Fujimoto

Để chứng minh kết quả chính, trước hết chúng tôi giới thiệu thêm một

số kiến thức về hàm đếm và một dạng Định lý cơ bản thứ hai sử dụng cho

chứng minh các định lý. Cho f là một đường cong chỉnh hình trên hình

vành khuyên ∆, D là một siêu mặt và Q là một đa thức thuần nhất định

nghĩa D. Với mỗi số thực r : 1 < r < R0, với các số nguyên dương k và α,

ta định nghĩa

nα
1,f(r,D,⩽ k) =

∑
z∈∆1,r,0<ordQ(f)(z)⩽k

min{ordQ(f)(z), α},

nα
2,f(r,D ⩽ k) =

∑
z∈∆2,r,0<ordQ(f)(z)⩽k

min{ordQ(f)(z), α}

và

Nα
1,f(r,D,⩽ k) =

∫ 1

r−1

nα
1,f(t,D,⩽ k)

t
dt,

Nα
2,f(r,D,⩽ k) =

∫ r

1

nα
2,f(t,D,⩽ k)

t
dt.
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Ta đặt

Nα
f,⩽k(r,D) = Nα

f (r,D,⩽ k) := Nα
1,f(r,D,⩽ k) +Nα

2,f(r,D,⩽ k).

Tương tự ta kí hiệu

nα
1,f(r,D,⩾ k) =

∑
z∈∆1,r,ordQ(f)(z)⩾k

min{ordQ(f)(z), α},

nα
2,f(r,D ⩾ k) =

∑
z∈∆2,r,ordQ(f)(z)⩾k

min{ordQ(f)(z), α}.

Ta định nghĩa

Nα
1,f(r,D,⩾ k) =

∫ 1

r−1

nα
1,f(t,D,⩾ k)

t
dt,

Nα
2,f(r,D,⩾ k) =

∫ r

1

nα
2,f(t,D,⩾ k)

t
dt.

Đặt

Nα
f,⩾k(r,D) = Nα

f (r,D,⩾ k) := Nα
1,f(r,D,⩾ k) +Nα

2,f(r,D,⩾ k).

Dễ dàng thấy rằng

Nα
f (r,D) = Nα

f (r,D,⩽ k) +Nα
f (r,D,⩾ k + 1)

đúng với mọi số α và k.

Mệnh đề sau là một dạng Định lý cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh

hình được H.T. Phuong và L. Vilaisavanh chứng minh năm 2022, cần thiết

cho việc chứng minh các dạng định lý duy nhất trong phần này.

Mệnh đề 3.4 ([41]). Cho f : ∆ → Pn(C) là một đường cong chỉnh hình

không suy biến đại số, và Dj, 1 ⩽ j ⩽ q, là các siêu mặt trong Pn(C) bậc

dj ở vị trí tổng quát. Gọi d là bội chung nhỏ nhất của các số d1, d2, . . . , dq.

Với 0 < ε < 1 và

α ⩾
(
d[(n+ 1)22n)ε−1] + 1

)n
.

Khi đó với mỗi 1 < r < R, ta có

∥ (q − (n+ 1)− ε)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

d−1
j Nα

f (r,Dj) +Of(r).
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Cho D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm q siêu mặt ở vị trí tổng quát. Với

mỗi j = 1, . . . , q, kí hiệu dj là bậc của Dj và gọi d là bội chung nhỏ nhất

của các dj. Đặt δD := min{d1, . . . , dq} và M = (d(n + 1)22n+1 + 1)n. Hai

định lý sau là các dạng định lý duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên

hình vành khuyên kiểu Fujimoto.

Định lý 3.5. Cho f và g là các đường cong chỉnh hình không suy biến đại

số từ ∆ vào Pn(C) thỏa mãn Of(r) = o(Tf(r)) và Og(r) = o(Tg(r)). Gọi

D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm q > n+1+2Mn/δD các siêu mặt ở vị trí

tổng quát trong Pn(C) thỏa mãn f(z) = g(z) với mọi z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D).

Khi đó f ≡ g.

Chứng minh. Giả sử phản chứng rằng f ̸≡ g, khi đó tồn tại các chỉ số

l, t ∈ {0, . . . , n}, l ̸= t thỏa mãn flgt ̸≡ ftgl. Gọi dj là bậc của siêu mặt

Dj, j = 1, . . . , q và gọi d là bội số chung nhỏ nhất của các dj. Gọi k là một

số nguyên dương đủ lớn, ta sẽ chọn sau. Với các giả thiết của Định lý 3.5,

ta có

NM
f (r,Dj) = NM

f (r,Dj,⩽ k) +NM
f (r,Dj, > k)

=
k

k + 1
NM

f (r,Dj,⩽ k) +
1

k + 1
NM

f (r,Dj,⩽ k)

+NM
f (r,Dj, > k)

⩽
k

k + 1
NM

f (r,Dj,⩽ k) +
M

k + 1
N 1

f (r,Dj,⩽ k)

+MN 1
f (r,Dj, > k)

⩽
k

k + 1
NM

f (r,Dj,⩽ k) +
M

k + 1
N 1

f (r,Dj,⩽ k)

+
M

k + 1
Nf(r,Dj, > k)

⩽
k

k + 1
NM

f (r,Dj,⩽ k) +
M

k + 1
Nf(r,Dj,⩽ k)

+
M

k + 1
Nf(r,Dj, > k)

=
k

k + 1
NM

f (r,Dj,⩽ k) +
M

k + 1
Nf(r,Dj).
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Do Nf(r,Dj) ⩽ djTf(r) nên ta có

NM
f (r,Dj) ⩽

k

k + 1
NM

f (r,Dj,⩽ k) +
Mdj
k + 1

Tf(r) +O(1),

từ đó ta có

1

dj
NM

f (r,Dj) ⩽
k

dj(k + 1)
NM

f (r,Dj,⩽ k) +
M

k + 1
Tf(r) +O(1).

Điều này kéo theo

q∑
j=1

1

dj
NM

f (r,Dj) ⩽
k

k + 1

q∑
j=1

1

dj
NM

f (r,Dj,⩽ k)

+
qM

k + 1
Tf(r) +O(1). (3.23)

Mặt khác, từ Mệnh đề 3.4 với ε = 1/2, ta có

(q − n− 3

2
)Tf(r) ⩽

q∑
j=1

1

dj
NM

f (r,Dj) +Of(r). (3.24)

Kết hợp (3.23) và (3.24) ta có(
q − qM

k + 1
− n− 3

2

)
Tf(r) ⩽

k

k + 1

q∑
j=1

1

dj
NM

f (r,Dj,⩽ k) +Of(r).

Điều này kéo theo(
q(k + 1−M)−(n+

3

2
)(k + 1)

)
Tf(r)

⩽k

q∑
j=1

1

dj
NM

f (r,Dj,⩽ k) +Of(r)

⩽Mk

q∑
j=1

1

dj
N 1

f (r,Dj,⩽ k) +Of(r)

⩽
Mk

δ

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj,⩽ k) +Of(r). (3.25)

Giả sử z0 ∈ ∆ là một không điểm của Dj ◦ f với bội lớn hơn hay bằng k,

khi đó z0 ∈ Ef(D) ∪ Eg(D). Điều này kéo theo g(z0) = f(z0), do đó

fl(z0)gt(z0) = ft(z0)gl(z0),
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tức là z0 là một không điểm của hàm h = flgt − ftgl. Chú ý rằng, từ giả

thiết họ các siêu mặt D ở vị trí tổng quát trong Pn(C) nên tồn tại nhiều

nhất là n siêu mặt Dj trong D thỏa mãn Dj ◦ f(z0) = 0. Điều này kéo theo

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj,⩽ k) ⩽ nN0

(
r,
1

h

)
.

Vì h là một hàm chỉnh hình nên từ Mệnh đề 2.7 ta có

N0

(
r,
1

h

)
=

1

2π

∫ 2π

0
log |(flgt − ftgl)(r

−1eiθ)|dθ

+
1

2π

∫ 2π

0
log |(flgt − ftgl)(re

iθ)|dθ +O(1)

⩽
1

2π

∫ 2π

0
log
(
2. max

j=0,...,n
|fj(r−1eiθ)| max

j=0,...,n
|gj(r−1eiθ)|

)
dθ

+
1

2π

∫ 2π

0
log
(
2. max

j=0,...,n
|fj(reiθ)| max

j=0,...,n
|gj(reiθ)|

)
dθ +O(1)

=
1

2π

∫ 2π

0

(
log max

j=0,...,n
|fj(r−1eiθ)|dθ + log max

j=0,...,n
|gj(r−1eiθ)|

)
dθ

+
1

2π

∫ 2π

0

(
log max

j=0,...,n
|fj(reiθ)|dθ + log max

j=0,...,n
|gj(reiθ)|

)
dθ +O(1)

= Tf(r) + Tg(r) +O(1).

Bởi vậy (3.25) trở thành(
q(k + 1−M)−(n+

3

2
)(k + 1)

)
Tf(r)

⩽
nMk

δ
(Tf(r) + Tg(r)) +Of(r). (3.26)

Tương tự cho ánh xạ g ta có(
q(k + 1−M)−(n+

3

2
)(k + 1)

)
Tg(r)

⩽
nMk

δ
(Tf(r) + Tg(r)) +Og(r). (3.27)

Kết hợp hai bất đẳng thức (3.26) và (3.27) ta có(
q(k + 1−M)−(n+

3

2
)(k + 1)

)
(Tf(r) + Tg(r))

⩽
2nMk

δ
(Tf(r) + Tg(r)) +Of(r) +Og(r).
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Điều này kéo theo

q(k + 1−M)− (n+
3

2
)(k + 1)− 2Mnk

δ
⩽

Of(r) +Og(r)

Tf(r) + Tg(r)

đúng với mọi số thực r đủ lớn. Cho r −→ ∞ ta có

q(k + 1−M)− (n+
3

2
)(k + 1)− 2Mnk

δ
⩽ 0.

Điều này tương đương với

k(qδ − (n+
3

2
)δ − 2Mn) + (q − qM − (n+

3

2
))δ ⩽ 0. (3.28)

Nếu ta lấy

k >
(qM − q + n+ 3

2)δ

qδ − (n+ 3
2)δ − 2nM

,

thì từ giả thiết q ⩾ n+ 2 +
2nM

δ
ta sẽ có mâu thuẫn. Như vậy figj ≡ fjgi

với mọi i ̸= j ∈ {0, . . . , n}, tức là f ≡ g. Điều này kéo theo kết luận của

định lý.

Định lý 3.6. Cho f và g là các đường cong chỉnh hình không suy biến đại

số từ ∆ vào Pn(C) thỏa mãn Of(r) = o(Tf(r)) và Og(r) = o(Tg(r)). Gọi

D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm q > n+1+2M/δD siêu mặt ở vị trí tổng

quát trong Pn(C) sao cho

(a) f(z) = g(z) với mọi z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D),

(b) Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅ và Eg(Di) ∩ Eg(Dj) = ∅ với mọi i ̸= j ∈
{1, . . . , q}.
Khi đó f ≡ g.

Chứng minh. Ta cũng giả thiết phản chứng là f ̸≡ g. Giống như trong

chứng minh định lý trên, tồn tại hai chỉ số l, t ∈ {0, . . . , n}, l ̸= t thỏa mãn

flgt − ftgl ̸≡ 0. Cho k là một số nguyên dương đủ lớn, ta sẽ chọn sau. Với
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các giả thiết của Định lý 3.6 và chứng minh của Định lý 3.5 ta có:(
q(k + 1−M)−(n+

3

2
)(k + 1)

)
Tf(r)

⩽
Mk

δ

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj,⩽ k) +Of(r). (3.29)

Ta biết rằng, nếu z0 ∈ ∆ là một không điểm của Dj ◦ f với bội nhỏ hơn

hay bằng k thì z0 là không điểm của hàm flgt − ftgl. Theo giả thiết ta có

Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅

với mỗi cặp i ̸= j ∈ {1, . . . , q}. Do đó nếu z0 là một không điểm của Dj ◦ f
thì z0 không là không điểm của Di ◦ f với mọi i ̸= j ∈ {1, . . . , q}. Do đó

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj,⩽ k) ⩽ N0

(
r,

1

flgt − ftgl

)
⩽ Tf(r) + Tg(r) +Of(r).

Bởi vậy (3.29) trở thành(
q(k + 1−M)−(n+

3

2
)(k + 1)

)
Tf(r) (3.30)

⩽
Mk

δ
(Tf(r) + Tg(r)) +Of(r).

Tương tự cho ánh xạ g, ta có(
q(k + 1−M)−(n+

3

2
)(k + 1)

)
Tg(r) (3.31)

⩽
Mk

δ
(Tf(r) + Tg(r)) +Og(r).

Kết hợp các bất đẳng thức (3.30) và (3.31) ta có(
q(k + 1−M)−(n+

3

2
)(k + 1)

)
(Tf(r) + Tg(r))

⩽
2Mk

δ
(Tf(r) + Tg(r)) +Of(r) +Og(r).

Điều này kéo theo

q(k + 1−M)− (n+
3

2
)(k + 1)− 2Mk

δ
⩽

Of(r) +Og(r)

Tf(r) + Tg(r)
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đúng với mọi số thực r đủ lớn. Cho r −→ ∞ ta có

q(k + 1−M)− (n+
3

2
)(k + 1)− 2Mk

δ
⩽ 0.

Điều này kéo theo

k(qδ − (n+
3

2
)δ − 2M) + (q − qM − (n+

3

2
))δ ⩽ 0. (3.32)

Nếu ta lấy

k >
(qM − q + n+ 3

2)δ

qδ − (n+ 3
2)δ − 2M

,

thì từ giả thiết q ⩾ n+ 2 +
2M

δ
ta có mâu thuẫn. Như vậy figj ≡ fjgi với

mọi i ̸= j ∈ {0, . . . , n}, tức là f ≡ g. Định lý được chứng minh.
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Kết luận Chương 3

Với mục đích nghiên cứu một số dạng định lý duy nhất cho đường cong

chỉnh hình trên hình vành khuyên, trong chương này tôi đã thu được một

số kết quả chính sau:

1. Chứng minh một dạng định lý duy nhất kiểu Chen-Yan cho đường cong

chỉnh hình trên hình vành khuyên với mục tiêu là các siêu mặt (Định lý 3.2).

2. Chứng minh hai định lý duy nhất kiểu Fujimoto đường cong chỉnh hình

trên hình vành khuyên với mục tiêu là các siêu mặt (Định lý 3.5 và Định lý

3.6).
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Kết luận

Trong luận án này chúng tôi nghiên cứu một số dạng Định lý cơ bản với

hàm đếm rút gọn hay hàm đếm bội cắt cụt cho đường cong chỉnh hình trên

hình trên trường W và vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên

hình vành khuyên trong mặt phẳng phức C.

Các kết quả chính của luận án bao gồm:

1. Chứng minh hai dạng Định lý cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh

hình trên trường không Acsimet với hàm đếm rút gọn trong hai trường hợp

mục tiêu là các siêu phẳng ở vị trí tổng quát (Định lý 1.7) và ở vị trí dưới

tổng quát (Định lý 2.4).

2. Xây dựng một dạng Định lý cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh

hình trên trường phức C trong trường hợp đường cong chỉnh hình trên hình

vành khuyên không suy biến đại số với hàm đếm bội cắt cụt kết hợp với các

siêu mặt ở vị trí tổng quát (Định lý 2.13).

3. Đưa ra ba định lý mới về vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh

hình trên hình vành khuyên với mục tiêu là các siêu mặt ở vị trí tổng quát

(Định lý 3.2, Định lý 3.5 và Định lý 3.6).

Chúng tôi đề xuất một số hướng nghiên cứu tiếp theo:

1. Nghiên cứu một số Định lý cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh

hình với rút gọn trong các trường hợp khác nhau của mục tiêu.

2. Sử dụng các kết quả về các dạng Định lý cơ bản thứ hai với rút gọn

để nghiên cứu vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình.
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