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Md& dau

1. Lich s nghién citu va ly do chon dé tai

Nam 1922, S. Banach da chtng minh mot dinh 1y noi tiéng ma ngay nay ta thuong
goi 1a "Nguyén ly anh xa co Banach".
Dinh 1y 1. Cho (X, p) la khong gian metric day di va T : X — X la dnh za. Gid
st ton tai r € [0,1) sao cho

p(Ta, Tb) < rp(a,b) vdi moi a,b € X. (0.1)

Khi do, T c6 diém bat dong duy nhdit a € X va vdi méi a € X, day lap {T"a} hoi
tu dén a.

Cong trinh nay ctia S. Banach duge danh gid hét stic quan trong, né mé ra huéng
nghién citu méi trong viéc phat trién 1y thuyét diem bat dong, dé 1a 1y thuyét diém
bat dong metric. Trong nhiing thap ky gan day, 1y thuyét diem bat dong metric dugc
danh gia 1a mot trong nhitng thanh tuu cla toan hoc. Ly thuyét diem bat dong da
va dang thu hit dude sy quan tam clia nhiéu tac gia trong va ngoai nudc thu duge
nhicu két qua quan trong va c6 tng dung trong nhiéu linh vuc khac nhau ctia Toan
hoc nhu nghién cttu sy ton tai nghiém ctia phuong trinh vi phan, hé phuong trinh
tuyén tinh, phuong trinh tich phan,....

Nguyén 1y anh xa co Banach cho ching ta mot diéu kien dia dé mot anh xa tit
khong gian metric day di X vao chinh né cé diém bat dong duy nhat. C6 rat nhicu
tac gid da tim cach phat trién Nguyen 1y 4nh xa co Banach véi cac diéu kién co
khac nhau va trong cac 16p khong gian khac nhau. Chang han M. Edelstein nam
1962, E. Rakotch nam 1962, A. Meir va E. Keeler nam 1969, Lj. B. Ciri¢ nam 1974,
A. C. M. Ran va cong sy nam 2004, M. Berinde va V. Berinde nam 2007, G. L. Huang
va X. Zhang nam 2007, T. Suzuki nam 2007, Sh. Rezapour va R. Hamlbarani nam
2008, T. Suzuki nam 2009, W. S. Du nam 2010, D. Wardowski nam 2012, R. Pant
nam 2016, S.-i. Ri nam 2016 va nhiéu tac gia khac. Khi nghién ctu vé diém bat dong
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cua anh xa, nam 1983, I. A. Rus da gidi thiéu khai niém toan tit Picard va toan ti
Picard yéu trong khong gian metric. Khai quat khai niem dé cho 16p cac khong gian
topo ta c6 dinh nghia sau:

Dinh nghia 1. Cho X la mét khong gian topo. Mot anh xa T : X — X dudc goi la
todn i Picard yéu néu T c6 diém bat dong va v6i mdi a € X, day {T"a} hoi tu dén
diém bat dong ctia T. Néu T la toan t& Picard yéu va c6 duy nhat diém bat dong
thi T dugce goi la todn ti Picard.

T dinh nghia trén ta thay, toan tit Picard va toan tit Picard yéu lién quan chat ché
dén diém bat dong ctia 4nh xa, chang han anh xa co Banach 14 mot toan ti Picard
trén khong gian metric day du. Trong céc cong trinh ctia I. A. Rus, M. Berinde va
V. Berinde v& mot s6 cong trinh khac, cac tac gid da nghién cttu mot s6 tinh chat
clia toan ti Picard va toan tit Picard yéu lién quan dén tap cac diém bat dong cta
anh xa don va da tri. Trong luan an nay, ching toi tap trung nghién ctu vé sy ton
tai clia cac toan tit Picard gan véi diéu kién co. Cac két qua nghién citu theo huéng
nay trong thoi gian gan day dudc chia thanh ba van dé chi yéu:

1. Xay dung cac diéu kien du dé mot anh xa la toan t Picard hay toan ti Picard
yéu trén 16p cac khong gian metric lien quan dén cac diéu kién co.

2. Xay dung mot s6 khong gian c¢6 cau tric duge mé rong tit 16p khong gian metric
(ta thuong goi 1a khong gian metric suy rong) va xay dung cac diéu kién du lien quan
dén diéu kién co, dé mot anh xa la toan tit Picard hay toan tit Picard yéu trén cac
16p khong gian nay.

3. Nghién cttu cac tng dung khac nhau cua cac 16p toan tit Picard va toan tu
Picard yéu.

Theo huéng nghién cttu thit nhat, cac tac gid tap trung vao cai tién diéu kién co
Banach va xay dung cac diéu kién co méi dé mot anh xa l1a toan ti Picard hay toan ti
Picard yéu. Nam 1962, M. Edelstein da thiét lap diéu kien di dé mot dnh xa 1a toan
tit Picard cho khong gian metric compact: Vdi (X, p) la khong gian metric compact
thi mot dnh za T : X — X théa man p(Ta,Tb) < p(a,b) vdi moi a,b € X,a # b,
la todn ti Picard. O day, diéu kién co ctia M. Edelstein nhe hon diéu kién co ciia
S. Banach, tuy nhién diéu kién vé khong gian lai nang hon. Tiép theo cong trinh
ctia M. Edelstein, da c6 nhiéu téc gia phét trien Nguyeén 1y anh xa co Banach trong
khong gian metric bang cach thay thé hiang s6 r trong diéu kién (0.1) bdi hang s6,
tham s6 hay ham s6 khac hoac gi6i han diéu kién (0.1) chi can ding v6i mot s6 phan
t a,b € X. Chang han nhu A. Meir va E. Keeler thiét lap diéu kién du dé anh xa la
toan tit Picard trong khong gian day du (X, p) dudi dieu kien: Vdi méi e > 0, ton tai
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d > 0 sao cho e < p(a,b) < e+ kéo theo p(Ta, Tb) < € vdi moi a,b € X; nam 2016,
S.-i. Ri thay thé hang s6 co bdi ham tham s6 va thu duge: Cho (X, p) la khong gian
metric day di va T : X — X la dnh za. Gid si ton tai ham ¢ : (0, +00) — (0, +00)
thoa man @(t) < t,limsup p(s) < t vdi moi t > 0 va p(Ta,Th) < ¢(p(a,b)) vdi moi

s—tt

a,b € X. Khi dé, T la toan ti Picard.... Nam 2007, bang cach st dung ham tham s6
khong tang, T. Suzuki da thu dugc két qua sau.

Dinh 1y 2. Cho (X, p) la khong gian metric day di va anh za T tu X vao chinh né.
Ham khong tang ¢ : [0,1) — (3, 1] duge dinh nghia bdi
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Gid st ton tair € [0,1) sao cho
p(r)pa,Ta) < p(a,b) kéo theo p(Ta,Tb) < rp(a,b),

vdi mot a,b € X. Khi do, T la toan ti Picard.

Viéc xay dung cac dieu kién co méi, khac véi diéu kién co Banach ciing thu hit
dugc nhiéu tac gia. Ching han J. Goérnicki, G. E. Hardy va T. D. Rogers, S. Reich
.... Trong luan &4n nay ching t6i quan tam dén 16p 4nh xa co Kannan. Cu thé, nam
1968, R. Kannan da ching minh.

Dinh 1y 3. Cho (X, p) la khong gian metric day di va anh za T tu X vao chinh né.
Gid si ton tair € [0,3) sao cho

p(Ta, Tb) < r(pla,Ta) + p(b,Th)) vdi moi a,b € X. (0.2)

Khi do, T la toan ti Picard.

Anh xa théa man gid thiét ctia Dinh 1y 3 duge goi 1 anh xa Kannan. Trong cong
trinh ctia R. Kannan da chi ra mét trudng hop cu thé ciia &nh xa Kannan khong lién
tuc, day 14 mot tinh chat khac véi cac anh xa co Banach. Mot ting dung quan trong
khéc ctia anh xa Kannan 1a c6 thé mo ta tinh day da ctia khong gian metric theo
tinh chat diém bat dong clia 4nh xa. Diéu nay duge P. V. Subramanyam chitng minh
nam 1975, cu thé 1a: “Khong gian metric (X, p) la ddy di néu va chi néu moi dnh
za Kannan déu cé diém bat dong duy nhat”. Chi ¥ ring 16p anh xa co ciia Banach
khong c6 tinh chat nay. Vi thé, 16p anh xa trong Dinh 1y 3 ngay lap tic da thu hat su
quan tam ctia nhiéu nha toan hoc, chang han L. S. Dube va S. P. Singh, J. Gérnicki,

G. Hiranmoy va cong su va nhiéu tac gid khac.



Ki hiéu
1 1 :
S={f:(0,00) = [0,5)  f(t,) — §kéo theo t,, — 0 khi n — oo},

1 1
H={p:(0,00) = [O,g) L o(ty) — 3 kéo theo t,, — 0 khi n — oo}.

Bing viéc sit dung ham diéu khién trén, nam 2018, J. Gérnicki da thu dude cac
két qua sau:
Dinh 1y 4. Cho (X, p) la khong gian metric day di va T : X — X la mot dnh zq.
Gid st ton tai ham f € 8 sao cho vdi moéi a,b € X,a # b, ta luon cé

p(Ta,Tb) < f(p(a,b))(p(a, Ta) + p(b, T)).

Khi do, T la toan tu Picard.
Dinh 1y 5. Cho (X, p) la khong gian metric day di va T : X — X la mot dnh za.
Gid si ton tai ham ¢ € H sao cho vdi méi a,b € X,a # b, ta luon cé

p(Ta, Tb) < p(p(a,b))(pla,Ta) + p(b,Tb) + p(a,b)).

Khi do, T la toan ti Picard.

C6 the thay két qua trén ctia J. Goérnicki 1a sy mé rong va phat trien Dinh 1y 3
ctia R. Kannan. Nam 2014, v6i ¥ tudng két hop gitta diéu kién co Banach va Kannan,
K. Farshid va cac cong su da thiét lap diéu kién du dé anh xa 1a toan ti Picard yéu.
Dinh 1y 6. Cho (X, p) la khong mot gian metric day di va dnh za T : X — X théa
man diéu kién

p(Ta, Tb) < M(a,b)p(a,b) vdi moi a,b € X,
trong do
p(a,Tb) + p(b,Ta)

Ma,b) = Ta) & p(0.TH) + 1

Khi do
(1) T la todn tik Picard yéu;
(2) Néu a,b € X la hai diém bit dong khdc nhau cia T thi

Nam 2017, Y. U. Gaba da thiét lap két qué tuong tu ctia K. Farshid va cac cong
s trong khong gian G—metric. Cung véi viéc nghién cttu anh xa Kannan don tri,

trong thoi gian gan day c6 mot s6 tac gid nghién ctu 4nh xa Kannan da tri. Cho
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(X, D, K) la khong gian b—metric manh, ki hieu CB(X) la tap hop tat ca cac tap
con khac rong, déng va bi chan ciia X. Ham H xac dinh bdéi

H(A, B) :== max{supd(a, A),supd(a, B)},

a€B acA

trong d6 A, B € CB(X) va d(a,A) := infyc4 p(a,b), dugc goi la metric Hausdorff
trén C'B(X) cam sinh béi b—metric manh D. Tuwong tu nhu trusng hgp dnh xa don
tri, nam 1991, I. A. Rus da gi6i thiéu toan tit Picard yéu da tri. Khai quat khai niem
do6 cho 16p cac khong gian b—metric manh ta c¢6 dinh nghia sau:
Dinh nghia 2. Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh. Mot anh xa da tri
T:X — OB(X) dudc goi 1a todn ti Picard yéu da tri néu T c6 diem bat dong (tiic
la ton tai phan tit @ € X sao cho a € Ta) va v6i mdi a € X, véi mdi b € Ta, ton tai
day {a,} théa man:

(i) ag = a, a; = b;

(i) aps1 € Ta, v6imoin =0,1,...;

(iii) day {a,} hoi tu dén diém bat dong ciia X.
Néu T la toan tit Picard yéu da tri va c6 duy nhat mot diem bat dong thi 7' dugc
goi la toan ti Picard da tri.

Nam 1970, L. S. Dube va S. P. Singh da chting minh mét dang cta Dinh 1y 3 cho
truong hop anh xa da tri:
Dinh 1y 7. Cho (X,p) la khong gian metric day di va dnh za da tri lien tuc
T: X = CB(X). Gid st ton tai s € [0,1) sao cho

H(Ta,Th) < s(d(a,Ta)+ d(b,Tb)) vdi moi a,b € X.

Khi dé, T la todn tii Picard yéu da tri.

Ngoai cong trinh ctia L. S. Dube va S. P. Singh con ¢6 mot s6 cong trinh ctia cac
tac gia khac vé su ton tai ctia toan tit Picard yéu da tri. Ching han M. Berinde va
V. Berinde, A. Felhi, I. A. Rus va cong sit va mot s6 cong trinh khéc.

Theo huwéng nghién citu thit hai, cac tac gia tap trung vao viéc xay dung va nghién
cttu tinh chat ctia mot s6 khong gian c6 cau tric tuong ti hoic md rong tit khong
gian metric va thiét lap cac diéu kién di dé mot anh xa la toan t& Picard hay toan
tit Picard yéu trén céc khong gian nay. Mot s6 vi du tiéu biéu vé cac khong gian
da xay dung la khong gian b—metric, khong gian G—metric, khong gian 2—metric,
khong gian b—metric manh, khong gian metric riéng va mot s6 khong gian khac. Dic
biet, ndm 2007, L. G. Huang va X. Zhang gi6i thiéu khong gian metric nén bang
cach thay tap sb6 thuc R trong dinh nghia metric thong thuong bang mot nén dinh
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huéng trong khong gian Banach. Céc téc gia da thiét lap mot s6 dicu kien du dé anh
xa l& toan ti Picard dudi gid thiét non chuan tic, cac két qua nay la mé rong thuec
sit cia Dinh 1y 1 va Dinh 1y 3. Nam 2008, Sh. Rezapour va R. Hamlbarani da ching
minh lai két qua ctia L. G. Huang va X. Zhang ma khong can tinh chuan téc cta
nén. Nam 2014, khi nghién citu vé dinh 1y diém bat dong trong khong gian b—metric
manh, W. Kirk va N. Shahzad dit ra cau hoi: “Liéu moi khong gian b—metric manh
X c6 trit mat trong khong gian b—metric manh day di X’ hay khong?” Cac tac gia
nhan xét rang, néu cau tra 15i 1a c6 thi moi anh xa co T : X — X c6 thé md rong
thanh anh xa co 7" : X’ — X’ ma T" c6 duy nhat diém bat dong trong khong gian
b—metric manh day di. Cau héi trén duge tra 10i béi T. V. An va N. V. Dung nam
2016.

Dinh 1y 8. Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh. Khi do

(i) (X,D,K) c6 bo sung di;

(ii) Bo sung dii ciia (X, D, K) la duy nhat theo nghia néu (X7, D}, K1), (X3, D3, K>)
la hai b6 sung di ciia (X, D, K) thi ton tai mot song dnh ding cu ¢ : X; — X3 dong
nhat trén X .

Theo huéng nghién citu ting dung ciia toan ti Picard va toan ti Picard yéu. Cac
tac gid da tim duge nhitng tng dung sau sic clia cac dinh 1y diém bat dong cho
cac anh xa co suy rong trén cac khong gian c6 cau tric kiéu khong gian metric vao
nhimg linh vuc khac nhau ctia Toan hoc. Mot s6 cong trinh c6 thé ké dén nhu clia E.
Berstovanska, V. Muresan, I. M. Oluru, I. A. Rus, J. Wang va cong su.... Tt d6 cho
thay, viéc tiép tuc phat trién va nghién ctu cac khong gian metric suy rong, ciing
v6i cac tinh chat vé topo cho cac khong gian nay 1a rat can thiét.

Su lua chon dé tai luan an: “Vé su ton tai toan ti Picard trong mot sé 16p
khong gian metric suy rong” clia chiung t6i nham lam phong phi cic két qua
nghién cttu vé tinh chat ctia cac khong gian metric, metric suy rong va cac diéu kién

d cho anh xa 13 toan t1it Picard va toan tit Picard yéu trén cac 16p khong gian nay.

2. Muc dich va déi tuong nghién ciu

e Muc dich nghién cttu

Muc dich thi nhat: Thiét 1ap mot s6 diéu kien du dé anh xa 1a toan tit Picard yéu
trén khong gian metric day di.

Muc dich thi hai: Thiét lap mot s6 dieu kien di dé anh xa la toan ti Picard va
toan tit Picard yéu trén khong gian b—metric manh.
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Muc dich thw ba: Xay dung khong gian b-TVS metric non manh va nghién ctu
mot s6 tinh chat ctia khong gian nay, dac biét 1a thiét lap mot s6 dieu kien da dé
anh xa la toan t& Picard va ching minh nguyén 1y bo sung di trong khong gian nay.

e D6i tuong nghién ciu

Trong luan &n nay chting toi tap trung nghién ctru:

1. Khong gian metric, khong gian b—metric manh, khong gian b-TVS metric nén
manbh.

2. Toan tit Picard va toan tit Picard yéu.

3. Tong quan vé luan an

Véi cac muc dich trén, trong luan an nay ching toi da thu duge mot s6 két qua
chinh nhu sau:

(1) Déi vdi muc dich thi mhat: Dya trén ¥ tudng ctia Dinh 1y 2 va Dinh 1y 6,
chiing toi thiét lap dudge mot s6 két qua méi vé dieu kien di dé mot anh xa trong
khong gian metric day du 1a toan ti Picard yéu nhu sau:

Dinh 1y 1.1.1. Cho (X, p) la khong gian metric day di va T : X — X la mot danh
za. Gid si ton tai s6 o > 0 sao cho

1
§p(a,Ta) < pla, b) kéo theo p(Ta, Th) < M(a,b, a)p(a,b),

vdi moi a,b € X, trong do

p(a,Thb) + p(b,Ta) + p(a, b).

M(a,b, o) =
(a.b,a) 2p(a,Ta) + p(b, Tb) + «

Khi do
(1) T la todn tii Picard yéu;
(2) Néu a,b € X la hai diém bit dong khdc nhau cia T thi

Dinh 1y 1.1.1 ctia ching t6i 1a mot dang dinh 1y diém bat dong ctia anh xa phéat
trién tit diéu kien co Banach két hop v6i co Kannan. Vi du 1.1.2 trong luan an cho
thay, 16p anh xa co trong Dinh 1y 1.1.1 va 16p anh xa trong Dinh 1y 6 1& khong triing
nhau. Bang viéc st dung khoang cach Hausdorff, ching to6i chiing minh mot dang
Dinh 1y 1.1.1 cho trudéng hgp anh xa da tri.
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Dinh 1y 1.2.4. Cho (X, p) la khong gian metric day di va T : X — CB(X) la dnh
za da tri. Gid s ton tai o > 0 sao cho

%d(a,Ta) < pla, b) kéo theo H(Ta,Tb) < P(a,b,a)p(a,b),

vdi mot a,b € X, trong do

dla, T0) + d(b, Ta) + pla.b) "5 4.~ sup p(a, b).

P(a,b,a) =
(@.5,0) = = e Ta) + 006.TH) + o el

Khi do
(1) T la todn tid Picard yéu da tri;
(2) Néu a,b € X la hai diém bat dong cia T thi

P2(@,0) > %H(Ta,TB).

(2) Doi vdi muc dich thit hai: Bing viéc sit dung cadc ham diéu khién, nam 2021,
chiing t6i chiing minh mot dang két qua ctia J. Goérnicki cho khong gian b—metric
manh.

Dinh ly 2.1.4. Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh day di va dnh za T
te X wao chinh né. Gid si rang ton tai ham f € 8 sao cho vdi méi a,b € X,a # b,
ta luon co

D(Ta,Tb) < f(D(a, b))(D(a, Ta) + D(b, Tb)).

Khi do, T la todn ti Picard.

Dinh 1y 2.1.6. Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh day di va anh za T
t X vao chinh né. Gid st rang ton tai ham ¢ € H sao cho vdi moéi a,b € X,a # b,
ta luon co

D(Ta,Th) < p(D(a,b))(D(a,Ta) + D(b, Tb) + D(a,b)).

Khi do, T la todn ti Picard.

D& théy, khi K = 1 thi Dinh 1§ 2.1.4 nhan lai Dinh Iy 4 va Dinh 1y 2.1.6 tr& vé
Dinh 1y 5. Hon nita, Vi du 2.1.5 va Vi du 2.1.7 cho thay 16p anh xa théa méan céc
dinh ly ctia chiing t6i 1& mé rong thuc sy 16p anh xa trong cac Dinh 1y 4 va Dinh 1y 5.

Tiép theo, tir diéu kién co ctia Dinh 1y 2 va Dinh 1y 3 da goi ¥ cho ching toi dé
xudt khai niem Anh za Kannan-Suzuki trong Dinh nghia 3 va thiét lap diéu kien di
dé mot anh xa la toan ti Picard.

Dinh nghia 3. Cho (X, D, K) 1a khong gian b—metric manh. Tanéirang T : X — X

la dnh za Kannan-Suzuki néu ton tai s € [0,1) théa man

D(Ta,Tb) < s(D(a,Ta) 4+ D(b,Tb)),
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v6i moi a,b € X sao cho ﬁD(a, Ta) < D(a,b).
Dinh 1y 2.1.8. Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh day di va T la dnh zq
Kannan-Suzuki. Khi do, T la toan tu Picard.

T Dinh 1y 2.1.8 ta c¢6 hé qua sau 1a dieu kien du dé anh xa la toan ti Picard trén
16p khong gian metric day d.
Hé qua 2.1.9. Cho (X, p) la khong gian metric day di va T : X — X la mot dnh

za. Gid st ton tai r € [0,1) théa man
o(Ta, Th) < r(p(a,Ta) + p(b. TH)), 03)

vdi a,b € X sao cho 3p(a,Ta) < pla,b). Khi d6, T la todn ti Picard.

C6 thé thay rang, trong Dinh ly 3, gia thiét can diéu kién (0.3) thda man v6i moi
a,b € X, trong He qua 2.1.9 ctia ching t6i, dic¢u kién (0.3) chi can théa man véi
a,b € X sao cho 3p(a,Ta) < p(a,b). Tic la moi 4nh xa thoéa man Dinh ly 3 déu
thoa man Heé qua 2.1.9.

Dinh nghia 4. Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh. Tanéirdng T : X — X
1a dnh za kieu Kannan-Suzuki néu

D(Ta,Tb) < > (D(a.Ta) + D(b, Tb)),

[\

v6i moi a, b € X sao cho ﬁD(a, Ta) < D(a,b).

Két hop kiéu co ctia T. Suzuki va ctia J. Gérnicki ching toi thu duge két qua sau
ve su ton tai clia toan ti Picard trong khong gian b—metric manh compact.

Dinh ly 2.1.13. Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh compact va T la dnh
za kieu Kannan-Suzuki. Khi do, T cé diém bat dong duy nhat a € X. Hon thé, néu
T liéen tuc thi T la toan ti Picard.

Vi du 2.1.16 chi ra rang dé T la toan tit Picard trong Dinh 1y 2.1.13 thi tinh lien
tuc clia 4nh xa 7 khong thé bé duge. Ngoai ra, dé thay ring 16p anh xa thoa man
dinh 1y ctia J. Gérnicki thi cling thoa mén diéu kien anh xa kiéu Kannan-Suzuki.
Két hop v6i Vi du 2.1.14 cho thay Dinh 1y 2.1.13 14 md rong thuyc su két qua cta
Gornicki.

Dinh nghia 5. Cho (X, D, K) 1a khong gian b—metric manh va k € (0, 1). Anh xa
T : X — CB(X) dugc goi la dnh za Kannan-Suzuki da tri néu ton tai s € (0, k)
thdéa man

H(Ta,Th) < s(d(a,Ta) + d(b,Tb)), (0.4)

v6i moi a,b € X sao cho =d(a,Ta) < D(a,b).
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Nam 2021, ching t6i mé rong Dinh 1y 7 ctia L. S. Dube va S. P. Singh khong gian
b—metric manh day du dudi diéu kién clia anh xa Kannan-Suzuki da tri.

Dinh 1y 2.2.2. Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh day di va T la dnh za
Kannan-Suzuki da tri. Khi dé, T la todn t& Picard yéu da tri.

C6 thé thay rang, trong Dinh 1y 7, gia thiét can diéu kién (0.4) thoa man véi moi
a,b € X, trong Dinh 1y 2.2.2 ctia ching toi, dicu kién (0.4) chi can théa man véi
a,b € X sao cho ﬁd(a, Ta) < D(a,b). Ttic 1a moi anh xa thda méan Dinh 1y 7 déu
théa man Dinh 1y 2.2.2. Két hop véi Vi du 2.2.3 cho thay Dinh 1y 2.2.2 14 md rong
thuc su két qué ctia L. S. Dube va S. P. Singh.

(3) Doi vdi muc dich thi ba: Chiing toi gidi thieu khai niem khong gian b-TVS
metric nén manh va nghién ctu mot s6 tinh chat déi v6i khong gian nay. Hon nia,
chting t6i md rong két qua ctia Sh. Rezapour va R. Hamlbarani cho khong gian b-
TVS metric n6n manh day du véi thi tu sinh béi nén (<) va chiing minh dinh Iy
b6 sung di cho 16p khong gian nay. Cac két qua cu thé nhu sau:

Dinh 1y 3.3.1. Cho (X, E,C, K, p) la khong gian b-TVS metric nén manh day di
va dnh za T : X — X. Gid st ton tai s € [0,1) théa man

p(Ta, Tb) < sp(a,b) vdi moi a,b € X.

Khi do, T la todn ti Picard.
Dinh 1y 3.3.3. Cho (X, E,C, K, p) la khong gian b-TVS metric nén manh day di
va dnh za T : X — X. Gid st ton tai s € [0,1) théa man

p(Ta,Tb) < s(p(a,Ta) + p(b,Tb)) vdi moi a,b € X.

Khi do, T la toan ti Picard.

Cha ¥ rang, Dinh 1y 3.3.1 14 md rong ctia Dinh 1y 2.3 va Dinh 1y 3.3.3 13 mé rong
cua Dinh 1y 2.6 trong cong trinh ctia Sh. Rezapour va R. Hamlbarani nam 2008. Hon
nita, Vi du 3.3.2 va Vi du 3.3.4 cho thay cac md rong d6 1a md rong thyc su.

St dung tinh chat lan can ctia nén trong khong gian vecto topo 10i dia phuong
Hausdorff thic, ching toi thiét lap Nguyén 1y bd sung du cho khong gian b-TVS
metric né6n manh.

Dinh 1y 3.4.7. Cho (X, E,C, K, p) la mot khong gian b-TVS metric nén manh va
non C théa tinh chat lan can trong khong gian vecto topo loi dia phuong Hausdorff
thue E day di. Khi dé

(i) (X, E,C,K,p) c6 bo sung di;

(ii) Bo sung di ciia (X, E,C, K, p) la duy nhat theo nghia la néu (X7, E, C, K1, p})
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va (X3, E,C, Ky, pb) la hai bo sung di cia (X, E,C, K, p) thi ton tai mot song dnh
dang cu ¢ : X; — X3 dong nhat trén X.

Két qua trén clia ching toi tra 1i cho cau hoéi cia W. Kirk va N. Shahzad cho
truong hgp trong khong gian b-TVS metric nén manh. Ngoai ra, Vi du 3.4.8 cho
thay Dinh 1y 3.4.7 14 md rong thyc sy ctia Dinh 1y 8.

Céc két qua chinh ctia luan 4n ching toi da cong b6 trong cac bai bao [Al], [A2],
[A3], [A4] va [A5B] trong danh muc céc cong trinh lien qua dén luan an.

4. Phuong phap nghién ciu

Ching t6i st dung phuong phap nghién citu co ban: Trén co s nghién citu céac
tai lieu theo huéng nghién citu, ching to6i phat hién cac van dé mé co tinh thoi su
can phai gidi quyét va st dung cac kién thitc, k¥ thuat ciia Giai tich ham, 1y thuyét
diém bat dong va ly thuyét phuong trinh vi phan dé giai quyét cac van dé dit ra.

Ngoai viéc cong bo trén cac tap chi, cic két qua chinh ciia luan an da dudc bao
cao tai:

e Seminar cia Bo mon Giai tich, Khoa Toan, Truong Dai hoc Su pham, Dai hoc
Thai Nguyén.
e Hoi thao T6i uu va tinh toan khoa hoc lan thit 19, Ba Vi, 22-24/04/2021.

Tac gia



Chuong 1

Toan ti Picard yéu trong khong gian

metric day du

Trong chuong nay, ching t6i thiét lap mot s6 diéu kien du dé anh xa la toan ti
Picard yéu don tri va toan tit Picard yéu da tri trong khong gian metric day du. Cac
két qua chinh ctia chuong nay dugce ching toi cong bd trong bai bao [A2] thudc danh

muc cac cong trinh lién quan dén luan an.

1.1 Toan t& Picard yéu don tri
Dinh 1y 1.1.1. Cho (X, p) la khong gian metric day di va T : X — X la mot dnh
za. Gid st ton tai s0 o > 0 sao cho

1

§p(a,Ta) < pla, b) kéo theo p(Ta,Th) < M(a,b, a)p(a,b),

p(a,Tb) + p(b,Ta) + p(a,b)

. Khi do
2p(a,Ta) + p(b, Th) +a %

vdi moi a,b € X, trong dé M(a,b,a) =
(1) T la todn tik Picard yéu;
(2) Néu a,b € X la hai diém bat dong khdc nhau cia T thi p(a,b) > %.

Vi du 1.1.2. Cho X la tap hop c6 it nhat 2 phan tt. Ham p(a, b) duge dinh nghia

béi
0 néua==b
b) = ) ’
pla.b) { % neu a # b.

Khi d6 (X, p) 1a khong gian metric day du.
Xét anh xa T : X — X dudc xac dinh béi Ta = a v6i moi a € X. D& dang kiem
tra duge T khong théa man Dinh 1y 6. Tuy nhién, anh xa 7' théa man cac dicu kién

12
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ctia Dinh 1§ 1.1.1 v6i o = 1. Hon nita, T 1a toan t& Picard yéu va néu a, b 1a hai
2 z - 1
diem bat dong khac nhau ctia T' thi p(a,b) > 3
Vidu 1.1.3. Gid st X = {0, 1,2}. Xét metric p: X x X — [0, +00) x4c dinh béi
1 3
pla,a) =0vdia € X, p(0,1) = p(1,0) = 5,,0(0,2) =p(2,0) = 5,,0(1,2) =p(2,1) =2.
Khi d6 (X, p) 1a khong gian metric day di. Xét anhxaT : X — X bsiT0=0,T1=1
va T2 = 1. V6i a = 1, bang tinh toan tryc tiép, ta thay T thoa man cac dieu kieén
ctia Dinh 1y 1.1.1. D& thay T la toan ti Picard yéu véi tap diém bat dong la {0,1}
a 1

Hé qua 1.1.4. Cho (X, p) la khong gian metric day di va T la dnh za tu X vao
chinh né. Gid su ton tai s6 o > 0 sao cho T théa man gid thiét ciia Dinh lyj 1.1.1.

Khi d6 T c6 diém bat dong duy nhat néu M(a,b, o) < 1 vdi moi a,b € X.
Vidu 1.1.5. Gida st X = {0,1,2} va p: X x X — R xac dinh bdi

1
p(o, 0) = p(1,1) = p(2,2) = 0,p(0,1) = p(1,0) = 9 p(0, 2) =p(2,0) =1,

p(1,2) = p(2,1) = 1. Khi d6 (X, p) la khong gian metric day di. Xét &dnh xa
T:X = XbsiT0=0,T1=0vaT2=0. V6i o = 2, bang tinh toan tric tiép ta
c6 M(a,b,a) < 1 v6i moi a,b € X. Hon nita, vi p(Ta,Th) = 0 v6i moi a,b € X nén
p(Ta, Th) < M(a,b,2).p(a,b), v6i moi a,b € X. Vi vay T théa man cac diéu kién
ctia He qua 1.1.4 v6i o = 2. D& thay, T c6 diem bat dong duy nhat a = 0.

Dinh 1y 1.1.6. Cho (X, p) la khong gian metric day di va T : X — X la mot dnh
za. Gid si ton tai o > 0 théa man

1
§p(Ta, a) < p(a,b) kéo theo p(T'a,Th) < N(a,b,a)p(a,b) vdi moi a,b e X,
pla,Tb) + p(b, Ta) + p(a, Ta) + p(b,Tb) + p(a,d)

t dé N(a,b,a) = . Khi do
rong d6 N(a. b, a) 30(a, Ta) + 2p(b, TH) + Lo
(1) T la todn ti& Picard yéu;
(2) Néu a,b € X la hai diém bat dong khdac nhau cia T thy p(a,b) > %.

1.2 Toan t& Picard yéu da tri

Pinh nghia 1.2.1. Cho hai tap hgp bat k¥ A, B va 27 1a ho tat ca cac tap con cla
B. Mot anh xa T di tit tap hop A vao tap hop 28 duge goi 1a anh xa da tri tit A vio
B,kihieula T : A — 2B,
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Pinh nghia 1.2.2. Cho anh xa da tri 7 : X — 2%. Diém ag € X dudc goi la diém
bat dong ctia &nh xa T néu ag € Tay.
Bo6 dé 1.2.3. Cho (X,p) la khong gian metric va A, B € CB(X). Khi dé néu
H(A,B) >0 thi véi méi ¢ > 1 vaa € A, ton tai b € B sao cho

pla,b) < q-H(A, B).
Dinh 1y 1.2.4. Cho (X, p) la khong gian metric day di va T : X — CB(X) la dnh
za da tri. Gid si ton tai o > 0 théa man

1
§d(a, Ta) < p(a,b) kéo theo H(Ta,Tb) < P(a,b,a)p(a,b) véi moi a,b € X,

d(a,Tb) + d(b,Ta) + p(a,b)
20(a,Ta)+ (b, Th) + «

(1) T la todn ti& Picard yéu da tri;

(2) Néu a,b € X la hai diém bat dong cia T thi p*(a,b) > %H(TC_L,TI_)).

P(a,b,a) =

, 0(a, A) :=supye4 p(a,b). Khi do

Vidu 1.2.5. Gid st X ={0,1,2} va p: X x X — [0, +00) dugc dinh nghia béi

0, néua=>¢c X,
pla,b) = A
2, neua#be X.

Khi d6 (X, p) 1a khong gian metric day du. Xét anh xa T : X — CB(X) dugc xac
dinh béi T0 = {0}, 71 = {1}, T2 = {1,2}. Véi a = 2, dé dang kiém tra dugc T
thoa man tat ca cac diéu kién ctia Dinh 1y 1.2.4 v6i o = 2. Hién nhien T 1a toan ti
Picard yéu da tri v6i tap diém bat dong 1a {0,1,2} va néu @, b 1a hai diém bat dong
khac nhau ctia T thi p*(a,b) > %H(Td, Tb).

Heé qua 1.2.6. Cho (X, p) la khong gian metric day di va T : X — CB(X) la dnh
za da tri. Gid su ton tai so o > 0 sao cho T théa man gid thiét cia Dinh ly 1.2.4.
Khi dé T c6 diém bat dong duy nhit néu P(a,b,a) < 1 vdi moi a,b € X.

Dinh 1y 1.2.7. Cho (X, p) la khong gian metric day di va T : X — CB(X) la dnh
za da tri. Gid si ton tai o > 0 théa man

1
§d(a,Ta) < pla, b) kéo theo H(Ta,Th) < Q(a,b, a)p(a,b) vdi moi a,b € X,
d(a,Tb) + d(b,Ta) + d(a,Ta) + d(b, Tb) + p(a,b)

vrona d6 Ofa.b. a) — . Khi dé
rong do Q(a,b, o) 30(a. Ta) + 2006, Th) + o i do
(1) T la todn tii Picard yéu da tri;
(2) Néu a,b € X la hai dieém bat dong cia T thi p*(a,b) > %H(T&,TB).



Chuong 2

Toan ti Picard va Picard yéu trong

khong gian b—metric manh

Trong chuong nay, ching t6i thiét lap mot s6 diéu kien du dé anh xa la toan ti
Picard don tri va toan tit Picard yéu da tri trong 16p khong gian b—metric manh.
Két qua chinh ctia chuong duge viét dua trén bai bao [Al] va bai bdo [A4] trong

danh muc cac cong trinh lien quan dén luan an.

2.1 Toan tit Picard don tri

Trong muc nay, ching t6i md rong cic két qua ctia J. Goécrnicki va ctia R. Kannan
cho khong gian b—metric manh. Trudc tién, ching toi nhac lai mot s6 khai niém

trong khong gian b—metric manh.

Dinh nghia 2.1.1. Cho X 1a mot tap khéac rong va s6 thuc K > 1. Mot anh xa
D: X x X — [0;+00) dugc goi 1a b—metric manh trén X néu:

(D1) D(a,b) = 0 néu va chi néu a = b;

(D2) D(a,b) = D(b,a) v6i moi a,b € X;

(D3) D(a,b) < D(a,c) + KD(c,b) v6i moi a,b,c € X.
Khi d6, bo ba (X, D, K) dugce goi 1a khong gian b—metric manh.

Dinh nghia 2.1.2. Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh, {a,} 1a mot day
ciac phan t1t trong X va a € X. Khi dé:
(i) Day {a,} dugc goi 1a hoi tu dén x néu lim D(a,,a) = 0. Ta ki hi¢u lim a, = a
n—o0 n—o0

hoac a,, — a khi n — oco.
(i1) {a,} dugc goi 1a day Cauchy trong X néu lim D(ay,an,) = 0.

n,M—00

15
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(iii) Khong gian b—metric manh (X, D, K) dugc goi la khong gian b—metric manh
day du néu moi day Cauchy trong X 1a hoi tu.
(iv) Khong gian b—metric manh (X, D, K) dugc goi la khong gian b—metric manh

compact néu moi day trong X déu chita mot diy con hoi tu.

Meénh dé 2.1.3. Cho {a,} la mot day cdc phan tii trong khong gian b—metric manh
(X, D, K) va gid st

o0

Z D(CLZ', az’—H) < Q.

i=1
Khi dé {a,} la mot day Cauchy.

2.1.1 Toan ti¢ Picard cho mot s 16p anh xa kiéu Kannan db6i véi ham
diéu khién

Dinh 1y 2.1.4. Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh day di va dnh za T tu
X wao chinh né. Gid si rang ton tai ham f € 8 sao cho vdi moéi a,b € X va a # b,
ta luon co

D(Ta,Tb) < f(D(a, b))(D(a,Ta) + D(b, Tb)).
Khi do, T la toan ti Picard.

Vidu 2.1.5. Lay X ={0,1,2} va D : X x X — [0, +00) xac dinh bdi

D(0,0) = D(1,1) = D(2,2) =0,
D@U:D@m:;
D(0,2) = D(2,0) = 6,
D(1,2) = D(2,1) = 5.

Xét anh xa T : X — X ducgc dinh nghia béi 70 =0,71 =0,72 =1, ham f € &
duge cho béi f(t) = %e%,t > 0va f(0) €[0,1). Khi d6 (X, D, K = 2) la khong gian
b—metric manh day di nhung khong 1a khong gian metric vi

11

6=D(2,0) > D(2,1) + D(1,0) = .

Do d6, Dinh 1y 4 khong ap dung duge. Mat khac, dé thiay anh xa 7' théa man tat
ci cac diéu kien ctia Dinh 1y 2.1.4 va T' 13 toan ti Picard.
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Dinh ly 2.1.6. Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh day di va anh za T ti
X wao chinh né. Gid st rang ton tai ham @ € H sao cho vdi moi a,b € X va a # b,
ta luon co
D(Ta,Tb) < ¢(D(a,b))(D(a, Ta) + D(b, Tb) + D(a,b)),
Khi do, T la todn ti Picard.

Vi du 2.1.7. Xét khong gian b—metric manh day du (X, D, K) va anh xa T trong
Vi du 2.1.5. Hién nhién, Dinh 1y 5 khong 4p dung dudc.

Ta xay dung ham ¢ € H bdi ¢(t) = %e%,t > 0 va ¢(0) € [0,3). Nhu vay, anh xa
T thdéa man tat ca cac diéu kién ctia Dinh 1 2.1.6. Hién nhién, 7" 1a toan ti Picard.

2.1.2 Toan ti Picard cho anh xa Kannan-Suzuki
Dinh ly 2.1.8. Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh day di va T la dnh za
Kannan-Suzuki. Khi do, T la todn ti Picard.
Hé qua 2.1.9. Cho (X, p) la khong gian metric day di va T : X — X la mot dnh
za. Gid st ton tai s € [0,3) thda man

p(Ta,Tb) < s(p(a, Ta) + p(b, Tb)),
vdi moi a,b € X sao cho Lp(a,Ta) < p(a,b). Khi dé, T la todn tii Picard.

Dinh 1y 2.1.10. Gid st f : [0,1] x X — R la mot ham thuc lién tuc théa man cac
dieu kién sau day:

[f(t,a) = f(t,b)] < Ela(t) — 0(1)] (2.1)
vdi moi (t,a),(t,b) € [0,1] x X va
|f(t,a)| < k vdi moi (t,a) € [0,1] x X. (2.2)

Khi do, bai todn phuong trinh vi phan Cauchy

(g5 e

c6 nghiém duy nhat a trén X .
Lép cac ham diéu khién phu thudce tham s6 J, dugc xay dung bdi:
F,={¢ :(0,00) = [0,q) : ¥(t,) = q kéo theo t,, — 0 khin — oo},

d day ¢ € (0, 3). Stt dung ham diéu khién phu thuoc tham sb cho anh xa Kannan-
Suzuki, ching toi thu duge két qué sau day cho khong gian b—metric manh.
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Dinh 1y 2.1.11. Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh day di va dnh za
D: X — X. Gid st ton tai ham ¢ € F, théa man
KLHD(CL,T@) < D(a,b)
kéo theo
D(Ta,Tb) < ¥ (D(a, b))(D(a, Ta) + D(b, Tb)),
vdi moi a,b € X,a #b. Khi do, T la todn tu Picard.

Vi du 2.1.12. Cho X = {0,1,2} va ham D : X x X — [0, +00) dugc dinh nghia
béi D(a,b) = (a — b)%. Khi d6 (X, D, K = 3) 1a khong gian b—metric manh day du.

Xét anh xa T : X — X dugc dinh nghia b6i 70 = 1,71 = 1,72 = 0 va ham ¢
xac dinh bdi (t) = %e%, t>0,9(0) €0,3). Khido ¢ € F1. Dé dang kiém tra dudc
T thoa man cac diéu kién ctia Dinh 1y 2.1.11. Hién nhién, T 13 toan ti Picard.

2.1.3 Toan t& Picard cho anh xa kiéu Kannan-Suzuki

Dinh ly 2.1.13. Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh compact va T la dnh
za kieu Kannan-Suzuki. Khi do, T co mot diém bat dong duy nhat a € X. Hon theé,
néu T lién tuc thi T la todn té Picard.

Vi du 2.1.14. Cho X = {0,1,2} va ham D : X x X — [0,+00) dugc dinh nghia
béi
D(0,0) = D(1,1) = D(2,2) =0,
1

D(0,1) = D(1,0) = )

D(0,2) = D(2,0) = 6,

D(1,2) = D(2,1) = 5.
Xét anh xa T : X — X dude dinh nghia béi T0 = 0,71 = 0 va T2 = 1. Dé
thay (X, D, K = 2) la khong gian b—metric manh compact nhung khong 13 metric
compact vi 6 = D(2,0) > D(2,1) + D(1,0) = 4. Do d6, Dinh 1y 2.2 ctia Gérnicki
khong ap dung duge. Tuy nhién, ta dé dang kiém tra duge T théa man cac dieu kien
ctia Dinh 1y 2.1.13 va T c6 diém bat dong duy nhat @ = 0. Hon nita, v6i mdi a € X
thi 7"a = 0 v6i moi n > 2. Do d6 T 1a toan tu Picard.

Hé qua 2.1.15. Cho (X, p) la khong gian metric compact va T : X — X la mot
anh za théa man

p(Ta, Th) < %(p(a, Ta) + p(b, Tb))
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vdi moi a,b € X sao cho 3p(a,Ta) < p(a,b). Khi d6, T c6 mot diém bat dong duy
nhat a € X. Hon nita, néu T lién tuc thi T la todn tii Picard.
Vi du 2.1.16. Cho X = [—4,-3] U {0} U [3,4], ham p : X x X — [0, +o00) dugc
dinh nghia béi p(a,b) = |a — b| v6i moi a,b € X. Ta dé dang thay rang (X, p) la
khong gian metric compact. Xét anh xa T : X — X dugc dinh nghia béi

4 9 )

anjQ , néeu a € [—4,—3),
Ta=1< 0, néu a € {-3,0, 3},

—4 9 .

aa—_—;, neu a € (3,4],

Bang tinh toan tric tiép ta thay T théa man tat ca cac diéu kién trong He qua 2.1.15
trit tinh lien tuc clia anh xa 7. D& dang thay ring T c6 diém bat dong duy nhat
a = 0. Hon ntta, néu a ¢ {—3,0,3} thi day {7T"a} khong hoi tu dén a = 0. Do d6 T
khong la toan ti Picard.

Chiing minh hoan toan tuong tir nhu chitng minh Dinh 1y 2.1.13, ta thu dugc két
qua dudi day.
Dinh ly 2.1.17. Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh compact va dnh za
T:X — X thoa man

D(Ta,Th) < é(D(a, Ta) + D(b,Th) + D(a,b))

vdi a,b € X sao cho ﬁD(a,T@) < D(a,b). Khi d6, T cé diém bat dong duy nhat

a € X. Hon thé, néu T la dnh za lién tuc thi T la todan ti Picard.

2.2 Toan ti¥ Picard yéu cho anh xa Kannan-Suzuki da tri

Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh. Ki hieu C'B(X) 1a tap hgp tat ca
cac tap con khéc rong, dong va bi chan ctia X. Ham H xéac dinh bdéi

H(A, B) :== max{supd(a, A);supd(a, B)},

acB acA
trong d6 A, B € CB(X) va d(a, A) := infyeq D(a,b) dugc goi la metric Hausdorff
trén CB(X) cadm sinh béi D.
Chitng minh tuong tuy nhu ching minh B6 dé 1.2.3, ta thu dudgc.
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Bo6 dé 2.2.1. Gid st rang (X, D, K) la khong gian b—metric manh va A, B € CB(X).
Néu H(A, B) > 0 thi vdi méi h > 1 va a € A ton tai b € B sao cho

D(a,b) < h- H(A, B).

Dinh 1y 2.2.2. Cho (X, D, K) la khong gian b—metric manh day di, T : X — CB(X)
la dnh xa Kannan-Suzuki da tri. Khi dé T la todn t Picard yéu da tri.
Vidu 2.2.3. Giast X ={1,2,3}, K =3va D: X x X — [0,00) dugc dinh nghia
béi
D(1,2) =1,D(1,3) = 4,D(2,3) = 2 va D(1,1) = D(2,2) = D(3,3) = 0.
Xét anh xa T : X — C'B(X) dugc xac dinh bdi
T1={2},72 = {2}, T3 = {1,2}.
Khi d6 (X, D, K) la khong gian b—metric manh day di nhung khong 13 khong gian
metric bdéi vi
D(1,3) > D(1,2) + D(2,3).

Do d6, Dinh 1y 7 khong ap dung duge. Mat khac, bang tinh toan truc tiép ta thay
T thoa man tat ca cac dieu kién ctia Dinh 1y 2.2.2 va T' 1 toan tt Picard yéu da tri.



Chuong 3

P s

Toan t& Picard va bo sung da déi véi

khong gian b-TVS metric n6n manh

Trong chuong nay, ching to6i gi6i thiéu khong gian b-TVS metric nén manh. Sau
do, ching toi mé rong két qua ctia Sh. Rezapour va R. Hamlbarani trong khong gian
nay. Phan cudi chuong, danh dé thiét lap Nguyén 1y bo sung du ctia khong gian
b-TVS metric né6n manh. Noi dung chinh ctia chuong dude viét dya trén céc bai bao
[A3] va [A5] trong danh muc cac cong trinh lien quan dén luan an.

3.1 Tinh chat lan can cta nén

Dinh nghia 3.1.1. Cho E 1a khong gian vecto topo 1oi dia phuong Hausdorff thiec,
0 1a vecto goc ctia B va C' C E. Ta ndi, tap C 1a nén cia E néu:

(i) C la tap doéng, khéc rong, C' # {0}

(ii) ax + by € C v6i moi x,y € C, a,b 1a cac s6 thyc khong am;

(iii) C N (=C) = {6}.
Dinh nghia 3.1.2. Cho £ 1a khong gian vecto topo 16i dia phuong Hausdorff thic
va nén C C E v6i phan trong khac réng. Ta dinh nghia quan hé thi ty bo phan <
trén E sinh bdi non C' nhu sau

r,yeEB:x<ynéuy—xeC.
Néu z <y vd o # y thi ta viét x < y. Néu y — z € int C thi ta viét z < .
Trong cac phan tiép theo, ta luon gid st F 1a khong gian vecto topo 16i dia phuong

Hausdorff thyc va < 14 quan hé thi tuy bo phan trén E sinh bdi nén c¢6 phan trong
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khac rong. Tt dinh nghia ctia nén va quan hé thi ty bo phan trén E, ta dé dang

chitng minh dugc mot sé tinh chat sau.

Meénh dé 3.1.3. Cho C la mot nén trong E. Khi dé
(i) C+C=C;
(ii) int C + C = int C;
(iii) int C' + int C' = int C;
(iv) Vdi moia € int C va B> 0 thi fa € int C.

Meénh dé 3.1.4. Cho C la mot nén trong E. Khi do
(i) Neua <bwvac=dthha+c=b+dvdi moia,b,c,de E;
(ii) Néua = b va c < d thi a+c < b+ d vdi moi a,b,c,d € F;
(iii) Néua < b va c < d thi a+c < b+ d vdi moi a,b,c,d € E;
(iv) Neva = da,a € Cva 0 < A<1thia=0.

Meénh dé 3.1.5. Cho C la mot nén trong E. Khi dé
(i) Néua =<bwvab< c thi a < ¢ vdi moi a,b,c € E;
(ii) Néu a < b va b = c thi a < c vdi moi a,b,c € E;
(iii) Néu a < b va b < c thi a < b vdi moi a,b,c € E.

Meénh dé 3.1.6. Gid st e € intC,0 < a, va lim a, = 6. Khi do, ton tai N € N

n—oo
sao cho a, < e vdi moin > N.

Dinh nghia 3.1.7. Cho C 1a mot nén trong E. Ta néi rang nén C théa man tinh
chat lan can néu véi mdi lan can U cia 6 trong £ c¢6 mot lan can V cla 0 trong F
sao cho

(V+0O)N(V —C)cCU.

Dinh nghia 3.1.8. Cho C la mot nén trong E. Ta néi rang B C E 1a tap sinh cla

nén C' va viet C' = cone(B) néu
C={th:be B,t>0}.

Néu B khong chita diem gbc 6 va mdi ¢ € C\{#} déu ton tai duy nhat b € B,t > 0
sao cho ¢ = tb thi B dugc goi la co s6 ctia non C.

Nhan xét 3.1.9. Néu nén C c6 mot co s6 101, dong va bi chan thi nén C théa man

tinh chat lan can.

Vi du 3.1.10. Cho £ = R,C = R,. Khi d6 C théa man tinh chat lan can.
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Meénh dé 3.1.11. Gid s rang non C théa man tinh chat lan can. Khi dé vdi moi
lan cin U cia 0 trong E, ton tai phan té e € E,0 < e sao cho

Cne—-0C)cCU.

Bo6 dé 3.1.12. Gid st nén C théa man tinh chét lan can trong khong gian vecto
topo loi dia phuong Hausdorff thuc E. Cho {u,}, {v.},{an} la cdc day trong E sao
cho a, < u, = v, vdi moin =1 va

lim v, = lim a, = 6.
n—oo n—oo

Khi do lim u,, = 0.

n—o0

Vidu 3.1.13. Gia st £ = C'[lO 1 v6i chuan

L= 11 lloo + 11l

vanon C={f e FE: f(t) >0,Vt € [0,1]}. Khi d6 nén C khong thdéa man tinh chat
lan can. That vay, xét f,(t) = & va g,(t) = L véi moi t € [0,1]. Khi d6 6 < f, < g,
v6i moi n va lim g, = 6. Mat khac, ta cé

n—00

n

t n—1 1 4 .
| foll = max — + maxt" " =1+ —>1véi moin > 1.
tef0,1] . t€l0,1] n

Do d6 f, khong hoi tu dén 6. Theo B6 dé 3.1.12, suy ra nén C khong cé tinh chéat

lan can.

3.2 Khoéng gian »-TVS metric n6n manh

Dinh nghia 3.2.1. Cho X la mot tap khac rong va K > 1. Anh xa p: XxX—>F
dugce goi 1a mot b-TVS metric nén manh trén X néu
(d1) 8 < p(a,b) v6i moi a,b € X
va p(a,b) = 6 néu va chi néu a = b;
(d2) p(a,b) = p(b,a) véi moi a,b € X;
(d3) p(a,b) < p(a,c) + Kp(c,b) v6i moi a,b,c € X.
Khi d6 (X, E,C, K, p) dugc goi 1a mot khong gian b-TVS metric nén manh.

Dinh nghia 3.2.2. Cho (X, F,C, K, p) la khong gian b-TVS metric nén manh va

{a,} 14 mot day cac phan ti cia X. Ta ndéi rang
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(i) a 1a gi6i han cia day {a,} néu véi moi e € F, § < e, ton tai sd tu nhien ng

sao cho p(a,,a) < e v6i moi n > ng. Ki hiéu la a,, — a hodc lim a, = a.
n—oo

(ii) {a,} 1a day Cauchy néu véi moi e € E, § < e, ton tai sd tu nhién ngy sao cho
pan, ay) < e v6i moi n,m > ny.

(iii) Néu moi day Cauchy 1 hoi tu trong X thi (X, E,C, K, p) dugc goi 1a khong
gian b-TVS metric nén manh day du.

B6 dé 3.2.3. Cho (X, E,C, K, p) la khong gian b-TVS metric nén manh va {a,} la
mot day cdc phan t¢ cia X. Khi do, ta co:

(i) Néu {a,} hoi tu dén a € X thi {a,} la day Cauchy.

(ii) Néu {a,} hoi tu dén a € X va {a,} hoi tu dén y € X thi a =b.

Bo6 dé 3.2.4. Cho (X, E,C,K,p) la khong gian b-TVS metric non manh, non C
théa man tinh chat lan can va {a,}, {b,} la hai day trong X. Khi dé
(i) lim a, = a € X néu va chi néu lim p(a,,a) = 6.
n—o0 n—00

(i) {an} la mot day Cauchy néu va chi néu lim  p(a,,a,) = 0.
Nn,Mm—00

(iii) Néu lim a, =a € X va lim b, =b € X thi

n—oo n—oo

lim p(a’na bn) = p(a7 b)

n—o0
Nhan xét 3.2.5. Chu § rang trong cong trinh ctia L. G. Huang va X. Zhang,
Bo6 dé 3.2.4 duge ching minh duéi dieéu kien C' 13 nén chuan tic trong khong gian
Banach, ¢ day chung toi gia thiét C' 1a nén théa man tinh chat lan can trong khong
gian 16i dia phuong Hausdorff thuc. Vi du sau cho thay Bo dé 3.2.4 khong con ding

néu nén C' khong co6 tinh chat lan can trong E.

Vi du 3.2.6. Gia st F = C’&) 1 v6i chuan

1A= 1 lls + 1 e

Xétnon C = {f € E: f(t) >0 véimoi t € [0,1]}. Khi d6 néon C khong c6 tinh chat
lan can (xem vi du 3.1.13).
Gidst X ={0,+:n>1} vap: X x X — E dugc xac dinh béi

0, néu a = b,
IO(CL,b): ‘fn_fm|7 HéU&#bE{%,% )
fur méua £ be (4,0},

§ day f,(t) =L véimoit e [0,1] van > 1.



25

Dé dang kiem tra dudc p la b-TVS metric nén manh trén X véi K = 1 va
(X, E,C, K =1,p) la khong gian b-TVS metric nén manh. Hon nita, ta c6
1

1
p(—,0) = f, =< £ véi moin > 1,
n n

6 day Ig € E béi Ip(t) =t véi t € [0,1). Tt lim & = ¢, theo Menh dé 3.1.6, véi

n—oo
moi e € E,0 < e, ton tai so6 tu nhién ng sao cho

— K e vl0l mol n = ny.
n

Vi vay, p(%,()) < e v6l moi n > ng. Do d6 lim % = 0. Mat khac, ta co

n—oo
1 tn n—1 1 2,0 .
|p(=,0) = 0] = || fu — 0|| = max — + max ¢ =14+—>1v6imoin > 1.
n telo,]] m te€l0,1] n

Do d6 p(%,0) khong hoi tu dén ¢ trong E. Vay Bo dé 3.2.4(i) khong con ding.

3.3 Toan ti Picard trong khong gian »-TVS metric n6n manh

Dinh 1y 3.3.1. Cho (X,E,C, K, p) la khong gian b-TVS metric nén manh day di
va dnh za T : X — X. Gid st ton tai s € [0,1) théa man

p(Ta, Tb) < sp(a,b) vdi moi a,b € X.
Khi do, T la todn tu Picard.
Vi du 3.3.2. Cho X = {0,1,2}, E = R?* va
C={(a,b) € E:a>0,b>0}.
Ham p: X x X — E dugc dinh nghia bdi
pla,a) =60 véiae X, pla,b)=p(ba) v6imoia,be X

va

p(0,1) = (4,4), p(0,2) =p(1,2) = (1,1).
XétanhxaT : X — X xacdinhb6i T1 =T2=T0=0. Rorang (X, E,C, K = 3,p)
14 khong gian b-TVS metric nén manh day du nhung khong 13 khong gian metric

noéon vi

p(072) +/0(27 1) - (272) = (474) - p(07 1)'
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Do do6, két qua ctia Sh. Rezapour va R. Hamlbarani khong ap dung duge. Tuy nhién,
dé dang kiém tra dugc tat ca cac gia thiét ctia Dinh 1y 3.3.1 théa man va T la toan
tit Picard.
Dinh 1y 3.3.3. Cho (X, E,C, K, p) la khong gian b-TVS metric nén manh day du
va dnh za T : X — X. Gid st ton tai s € |0, %) théa man

p(Ta,Th) = s(p(a,Ta) + p(b,Th)) vdi moi a,b € X.
Khi do, T la todn tu Picard.
Vi du 3.3.4. Cho X = {0,2,3}, E =R? va
C=A{(a,b) e E:a>0,b> 0}.
Ham p: X x X — E dugc dinh nghia bdi
pla,a) =60 =1(0,0) véia € X, p(3,0) =p(0,3) = (3,3),

p(2,0) = p(0,2) = p(2,3) = p(3,2) = (1,1),

XétanhxaT : X — X xacdinh béi 70 =T2=T3 =0. Rorang (X, E,C, K =2,p)
12 khong gian b-TVS metric nén manh day di nhung khong 1a khong gian metric
nén. Do do, két qua ciia Sh. Rezapour va R. Hamlbarani khong ap dung duge. Tuy
nhién, dé dang kiém tra ducc tat ca cac gia thiét ctia Dinh 1§ 3.3.3 théa man va T
la toan ti Picard.

3.4 B0 sung du ctia khong gian »-TVS metric nén manh

Dinh nghia 3.4.1. Cho (X, E,C, K, p) la khong gian b-TVS metric n6n manh. Véi
ag € X vae € F,0 < e, tap con B(agp,e) := {a € X : p(ap,a) < e} cua X duge goi
14 hinh cau mdé tam ag ban kinh e. Ta ndéi rang:

(i) Mot tap A € X 1a md néu v6i méi a € A, ton tai e, € F,0 < e, sao cho
B(a,e,) C A. Mot tap B C X la déng néu phan bu ctia n6 1a tap md.

(i) Giao ctia tat ci cac tap dong chita A 1a bao déng ctia A, ki hieu 1a A. Tap A
dugc goi 1a trit mat trong X néu A = X.

Nhan xét 3.4.2. Néu (X, E,C, K, p) la khong gian b-TVS metric nén manh. Khi
d6 cac khang dinh sau day 1a ding:
(i) Tap 0 va ca khong gian X 1a céc tap mé va cling 1a cac tap doéng.
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(i) Hinh cau mé B(ag, e) 1a tap md, hinh cau déng B(ag, e) 1a tap doéng, ¢ day
Bl(ag,e) :=={a € X : p(ag,a) 2 e},e € E,0 < e, a9 € X.
(iii) Hop cua cac tap mé la md, giao cua cac tap dong la déng.
(iv) Giao ctia mot s6 hitu han cac tap md 1a md, hop ctia mot s6 hitu han cac tap
dong la dong.

Meénh dé 3.4.3. Day cdc phan ti {a,} ciia X la hoi tu dén a trong (X, E,C, K, p)
néu va chi néu moi tap md W chia a, ton tai so tu nhién ng sao cho a, € W vdi

moi n = ny.

Ménh dé 3.4.4. Cho A la mot tap con cia khong gian b-TVS metric non manh
(X,E,C,K,p). Khi dé, a € A néu va chi néu ton tai mot day {a,} C A sao cho

lim a, = a.
n—oo

Ménh dé 3.4.5. Cho A la tap con clia khong gian b-TVS metric nén manh (X, E,C, K, p).
Khi dé A la tap tru mat trong X néu va chi néu véi méia € X vae € E,0 < e,
ton tai a € A sao cho p(a, A) < e.

Dinh nghia 3.4.6. (i) Anh xa f : X — Y tit mot khong gian b-TVS metric nén
manh (X, F,C, K, p) dén mot khong gian b-TVS metric nén manh (Y, E,C, K', o)
duge goi 1a phép dang cu néu p/'(f(a), f(b)) = p(a,b) v6i moi a,b € X.

(ii) Mot khong gian b-TVS metric n6n manh day du (X*, E, C, K*, p*) dugc goi
13 bo sung dii ctia khong gian b-TVS metric nén manh (X, E,C, K, p) néu ton tai

mot phép dang cu f: X — X* sao cho f(X) = X*.

Dinh 1y 3.4.7. Cho (X, E,C, K, p) la mot khong gian b-TVS metric nén manh va
nén C théa tinh chat lan can trong khong gian vecto topo loi dia phuong Hausdorff
thuc E day du. Khi dé

(i) (X,E,C,K,p) c6 bo sung di;

(ii) Bo sung di cia (X, E,C, K, p) la duy nhat theo nghia la néu
(X{,E,C, Ky, p}) va (X35, E,C, Ky, p3) la hai bo sung di cia (X, E,C, K, p) thi ton
tai mot song dnh ding cv ¢ : X; — X} dong nhat tréen X .

Vi du 3.48.Gida st X = QF =R*C = {(t,0) € F:t > 0},K > 1 v
p: X xX — E béi p(a,b) = (Jla —b|,0) véimoi a,b € X. Vi (X,FE,C,K,p)
khong la khong gian b-metric manh. Do dé Dinh 1y 8 khong ap dung duge. Dé dang
ki¢m tra dugc (X, E, C, K, p) 1a khong gian b-TVS metric nén manh va tat ca cac gia
thiét trong Dinh 1y 3.4.7 dugc thdéa man. Hon nita, ta c6 (X* =R, E = R? C, K, p*)
14 bo sung dt cta (X, E, C, K, p), & day p*(a*,b*) = (|a* —b*|,0) v6i moi a*, b* € X*.
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KET LUAN CHUNG

Luan an nghién ctu vé sy ton tai mot s6 16p toan Picard yéu va toan tit Picard
trén khong gian metric va metric suy rong.

Cac két qua chinh ctia luan an bao gom:

1. Thiét lap mot s6 dieu kien da dé anh xa 1a toan t& Picard yéu don tri va toan
tit Picard yéu da tri trong khong gian metric day du.

2. Thiét lap mot sé diéu kien di dé anh xa la toan tit Picard va toan tit Picard
yéu da tri trong khong gian b—metric manh.

3. Gidi thieu khong gian b-TVS metric nén manh va thiét 1ap mot s6 diéu kien du
dé anh xa la toan ti Picard trong khong gian nay.

4. Thiét lap Nguyén 1y bd sung du ctia khong gian b-TVS metric nén manh.

Chiing t6i dé xuat mot s6 huéng nghién citu tiép theo cho két qua cia
luan an nhu sau:

1. Nghién citu toan tit Picard va toan tit Picard yéu cho cac khong gian metric
suy rong khong day di.

2. Nghién cttu mot s6 ing dung ciia toan tit Picard va Picard yéu vao cac bai toan
vé sy ton tai nghiém clia phuong trinh vi phan, hé phuong trinh tuyén tinh, phuong
trinh tich phan.

3. Nghién citu bai toan can bang khong cong tac trong tro choi trén khong gian

metric suy rong.
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