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Mở đầu

1. Lịch sử nghiên cứu và lý do chọn đề tài

Năm 1922, S. Banach đã chứng minh một định lý nổi tiếng mà ngày

nay ta thường gọi là "Nguyên lý ánh xạ co Banach".

Định lý 1. [3] Cho (X, ρ) là không gian metric đầy đủ và T : X → X là

ánh xạ. Giả sử tồn tại r ∈ [0, 1) sao cho

ρ(Ta, Tb) 6 rρ(a, b) với mọi a, b ∈ X. (0.1)

Khi đó, T có điểm bất động duy nhất ā ∈ X và với mỗi a ∈ X, dãy lặp

{T na} hội tụ đến ā.

Công trình này của S. Banach được đánh giá hết sức quan trọng, nó

mở ra hướng nghiên cứu mới trong việc phát triển lý thuyết điểm bất động,

đó là lý thuyết điểm bất động metric. Trong những thập kỷ gần đây, lý

thuyết điểm bất động metric được đánh giá là một trong những thành tựu

của toán học. Lý thuyết điểm bất động đã và đang thu hút được sự quan

tâm của nhiều tác giả trong và ngoài nước thu được nhiều kết quả quan

trọng và có ứng dụng trong nhiều lĩnh vực khác nhau của Toán học như

nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của phương trình vi phân, hệ phương trình

tuyến tính, phương trình tích phân,....

Nguyên lý ánh xạ co Banach cho chúng ta một điều kiện đủ để một

ánh xạ từ không gian metric đầy đủ X vào chính nó có điểm bất động

duy nhất. Có rất nhiều tác giả đã tìm cách phát triển Nguyên lý ánh xạ
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co Banach với các điều kiện co khác nhau và trong các lớp không gian

khác nhau. Chẳng hạn M. Edelstein [11] năm 1962, E. Rakotch [35, 36]

năm 1962, A. Meir và E. Keeler [28] năm 1969, Lj. B. Ćirić [6] năm 1974,

A. C. M. Ran và cộng sự [34] năm 2004, M. Berinde và V. Berinde [5]

năm 2007, G. L. Huang và X. Zhang [21] năm 2007, T. Suzuki [56] năm

2007, Sh. Rezapour và R. Hamlbarani [41] năm 2008, T. Suzuki [57] năm

2009, W. S. Du [9] năm 2010, D. Wardowski [60] năm 2012, R. Pant [33]

năm 2016, S.-i. Ri [40] năm 2016 và nhiều tác giả khác. Khi nghiên cứu

về điểm bất động của ánh xạ, năm 1983, I. A. Rus [42] đã giới thiệu khái

niệm toán tử Picard và toán tử Picard yếu trong không gian metric (có

thể xem thêm trong [43], [44], [45], [46]). Khái quát khái niệm đó cho lớp

các không gian tôpô ta có định nghĩa sau:

Định nghĩa 1. Cho X là một không gian tôpô. Một ánh xạ T : X → X

được gọi là toán tử Picard yếu nếu T có điểm bất động và với mỗi a ∈ X,
dãy {T na} hội tụ đến điểm bất động của T. Nếu T là toán tử Picard yếu

và có duy nhất điểm bất động thì T được gọi là toán tử Picard.

Từ định nghĩa trên ta thấy, toán tử Picard và toán tử Picard yếu

liên quan chặt chẽ đến điểm bất động của ánh xạ, chẳng hạn ánh xạ co

Banach là một toán tử Picard trên không gian metric đầy đủ. Trong các

công trình [42], [43], [44], [45], [48] của I. A. Rus, [5] của M. Berinde và

V. Berinde và một số công trình khác, các tác giả đã nghiên cứu một số

tính chất của toán tử Picard và toán tử Picard yếu liên quan đến tập các

điểm bất động của ánh xạ đơn và đa trị. Trong luận án này, chúng tôi

tập trung nghiên cứu về sự tồn tại của các toán tử Picard gắn với điều

kiện co. Các kết quả nghiên cứu theo hướng này trong thời gian gần đây

được chia thành ba vấn đề chủ yếu:

1. Xây dựng các điều kiện đủ để một ánh xạ là toán tử Picard hay toán

tử Picard yếu trên lớp các không gian metric liên quan đến các điều kiện co.
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2. Xây dựng một số không gian có cấu trúc được mở rộng từ lớp không

gian metric (ta thường gọi là không gian metric suy rộng) và xây dựng các

điều kiện đủ liên quan đến điều kiện co, để một ánh xạ là toán tử Picard

hay toán tử Picard yếu trên các lớp không gian này.

3. Nghiên cứu các ứng dụng khác nhau của các lớp toán tử Picard và

toán tử Picard yếu.

Theo hướng nghiên cứu thứ nhất, các tác giả tập trung vào cải tiến

điều kiện co Banach và xây dựng các điều kiện co mới để một ánh xạ là

toán tử Picard hay toán tử Picard yếu. Năm 1962, M. Edelstein [11] đã

thiết lập điều kiện đủ để một ánh xạ là toán tử Picard cho không gian

metric compact: Với (X, ρ) là không gian metric compact thì một ánh xạ

T : X → X thỏa mãn ρ(Ta, Tb) < ρ(a, b) với mọi a, b ∈ X, a 6= b, là toán

tử Picard. Ở đây, điều kiện co của M. Edelstein nhẹ hơn điều kiện co của

S. Banach, tuy nhiên điều kiện về không gian lại nặng hơn. Tiếp theo công

trình của M. Edelstein, đã có nhiều tác giả phát triển Nguyên lý ánh xạ co

Banach trong không gian metric bằng cách thay thế hằng số r trong điều

kiện (0.1) bởi hằng số, tham số hay hàm số khác hoặc giới hạn điều kiện

(0.1) chỉ cần đúng với một số phần tử a, b ∈ X. Chẳng hạn như A. Meir

và E. Keeler [28] thiết lập điều kiện đủ để ánh xạ là toán tử Picard trong

không gian đầy đủ (X, ρ) dưới điều kiện: Với mỗi ε > 0, tồn tại δ > 0

sao cho ε 6 ρ(a, b) < ε+ δ kéo theo ρ(Ta, Tb) < ε với mọi a, b ∈ X; năm

2016, S.-i. Ri [40] thay thế hằng số co bởi hàm tham số và thu được: Cho

(X, ρ) là không gian metric đầy đủ và T : X → X là ánh xạ. Giả sử tồn

tại hàm ϕ : (0,+∞) → (0,+∞) thỏa mãn ϕ(t) < t, lim sup
s→t+

ϕ(s) < t với

mọi t > 0 và ρ(Ta, Tb) 6 ϕ(ρ(a, b)) với mọi a, b ∈ X. Khi đó, T là toán

tử Picard. Một số kết quả khác xem trong [18, 54, 60].... Năm 2007, bằng

cách sử dụng hàm tham số không tăng, T. Suzuki đã thu được kết quả

sau.
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Định lý 2. [56] Cho (X, ρ) là không gian metric đầy đủ và ánh xạ T từ

X vào chính nó. Hàm không tăng ϕ : [0, 1)→ (1
2 , 1] được định nghĩa bởi

ϕ(r) =


1 nếu 0 6 r 6

√
5−1
2 ,

(1− r)r−2 nếu
√

5−1
2 6 r 6 2−

1
2 ,

(1 + r)r−1 nếu 2−
1
2 6 r < 1.

Giả sử tồn tại r ∈ [0, 1) sao cho

ϕ(r)ρ(a, T b) 6 ρ(a, b) kéo theo ρ(Ta, Tb) 6 rρ(a, b),

với mọi a, b ∈ X. Khi đó, T là toán tử Picard.

Việc xây dựng các điều kiện co mới, khác với điều kiện co Banach cũng

thu hút được nhiều tác giả. Chẳng hạn J. Górnicki [16, 17], G. E. Hardy

và T. D. Rogers [19], S. Reich [37, 38, 39].... Trong luận án này chúng tôi

quan tâm đến lớp ánh xạ co Kannan. Cụ thể, năm 1968, R. Kannan đã

chứng minh.

Định lý 3. [22] Cho (X, ρ) là không gian metric đầy đủ và ánh xạ T từ

X vào chính nó. Giả sử tồn tại r ∈ [0, 1
2) sao cho

ρ(Ta, Tb) 6 r
(
ρ(a, Ta) + ρ(b, T b)

)
với mọi a, b ∈ X. (0.2)

Khi đó, T là toán tử Picard.

Ánh xạ thỏa mãn giả thiết của Định lý 3 được gọi là ánh xạ Kannan.

Ví dụ 2 trong [23], R. Kannan đã chỉ ra một trường hợp cụ thể của ánh

xạ Kannan không liên tục, đây là một tính chất khác với các ánh xạ co

Banach. Một ứng dụng quan trọng khác của ánh xạ Kannan là có thể mô

tả tính đầy đủ của không gian metric theo tính chất điểm bất động của

ánh xạ. Điều này được P. V. Subramanyam [55] chứng minh năm 1975,

cụ thể là: “Không gian metric (X, ρ) là đầy đủ nếu và chỉ nếu mọi ánh

xạ Kannan đều có điểm bất động duy nhất”. Chú ý rằng lớp ánh xạ co

của Banach không có tính chất này (xem [7]). Vì thế, lớp ánh xạ trong

4



Định lý 3 ngay lập tức đã thu hút sự quan tâm của nhiều nhà toán học,

chẳng hạn L. S. Dube và S. P. Singh [10], J. Górnicki [16, 17], G. Hiranmoy

và cộng sự [20] và nhiều tác giả khác.

Kí hiệu

S = {f : (0,∞)→ [0,
1

2
) : f(tn)→

1

2
kéo theo tn → 0 khi n→∞},

H = {ϕ : (0,∞)→ [0,
1

3
) : ϕ(tn)→

1

3
kéo theo tn → 0 khi n→∞}.

Bằng việc sử dụng hàm điều khiển trên, năm 2018, J. Górnicki đã thu

được các kết quả sau:

Định lý 4. [17] Cho (X, ρ) là không gian metric đầy đủ và T : X → X

là một ánh xạ. Giả sử tồn tại hàm f ∈ S sao cho với mỗi a, b ∈ X, a 6= b,

ta luôn có

ρ(Ta, Tb) ≤ f(ρ(a, b))
(
ρ(a, Ta) + ρ(b, T b)

)
.

Khi đó, T là toán tử Picard.

Định lý 5. [17] Cho (X, ρ) là không gian metric đầy đủ và T : X → X là

một ánh xạ. Giả sử tồn tại hàm ϕ ∈ H sao cho với mỗi a, b ∈ X, a 6= b,

ta luôn có

ρ(Ta, Tb) ≤ ϕ(ρ(a, b))
(
ρ(a, Ta) + ρ(b, T b) + ρ(a, b)

)
.

Khi đó, T là toán tử Picard.

Có thể thấy kết quả trên của J. Górnicki là sự mở rộng và phát triển

Định lý 3 của R. Kannan. Năm 2014, với ý tưởng kết hợp giữa điều kiện co

Banach và Kannan, K. Farshid và các cộng sự [12] đã thiết lập điều kiện

đủ để ánh xạ là toán tử Picard yếu.

Định lý 6. [12] Cho (X, ρ) là một không gian metric đầy đủ và ánh xạ

T : X → X thỏa mãn điều kiện

ρ(Ta, Tb) 6M(a, b)ρ(a, b) với mọi a, b ∈ X,
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trong đó M(a, b) =
ρ(a, T b) + ρ(b, Ta)

ρ(a, Ta) + ρ(b, T b) + 1
. Khi đó

(1) T là toán tử Picard yếu;

(2) Nếu ā, ȳ ∈ X là hai điểm bất động khác nhau của T thì

ρ(ā, b̄) >
1

2
.

Năm 2017, Y. U. Gaba [14] đã thiết lập kết quả tương tự của K. Farshid

và các cộng sự trong không gian G−metric. Cùng với việc nghiên cứu ánh

xạ Kannan đơn trị, trong thời gian gần đây có một số tác giả nghiên cứu

ánh xạ Kannan đa trị. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh, kí

hiệu CB(X) là tập hợp tất cả các tập con khác rỗng, đóng và bị chặn của

X. Hàm H xác định bởi

H(A,B) := max{sup
a∈B

d(a,A), sup
a∈A

d(a,B)},

trong đó A,B ∈ CB(X) và d(a,A) := infb∈A ρ(a, b), được gọi là metric

Hausdorff trên CB(X) cảm sinh bởi b−metric mạnh D. Tương tự như

trường hợp ánh xạ đơn trị, năm 1991, I. A. Rus [47] đã giới thiệu toán tử

Picard yếu đa trị (có thể xem thêm trong [50]). Khái quát khái niệm đó

cho lớp không gian b−metric mạnh ta có định nghĩa sau:

Định nghĩa 2. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh. Ánh xạ đa

trị T : X → CB(X) được gọi là toán tử Picard yếu đa trị nếu T có điểm

bất động (tức là tồn tại phần tử ā ∈ X sao cho ā ∈ T ā) và với mỗi a ∈ X,

với mỗi b ∈ Ta, tồn tại dãy {an} thỏa mãn:

(i) a0 = a, a1 = b;

(ii) an+1 ∈ Tan với mọi n = 0, 1, . . . ;

(iii) dãy {an} hội tụ đến điểm bất động của X.

Nếu T là toán tử Picard yếu đa trị và có duy nhất một điểm bất động thì

T được gọi là toán tử Picard đa trị.
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Năm 1970, L. S. Dube và S. P. Singh [10] đã chứng minh một dạng

của Định lý 3 cho trường hợp ánh xạ đa trị:

Định lý 7. [10] Cho (X, ρ) là không gian metric đầy đủ và ánh xạ đa trị

liên tục T : X → CB(X). Giả sử tồn tại s ∈ [0, 1
2) sao cho

H(Ta, Tb) ≤ s
(
d(a, Ta) + d(b, T b)

)
với mọi a, b ∈ X.

Khi đó, T là toán tử Picard yếu đa trị.

Ngoài công trình của L. S. Dube và S. P. Singh còn có một số công

trình của các tác giả khác về sự tồn tại của toán tử Picard yếu đa trị.

Chẳng hạn M. Berinde và V. Berinde [5], A. Felhi [13], I. A. Rus và cộng

sự [49] và một số công trình khác.

Theo hướng nghiên cứu thứ hai, các tác giả tập trung vào việc xây

dựng và nghiên cứu tính chất của một số không gian có cấu trúc tương

tự hoặc mở rộng từ không gian metric và thiết lập các điều kiện đủ để

một ánh xạ là toán tử Picard hay toán tử Picard yếu trên các không gian

này. Một số ví dụ tiêu biểu về các không gian đã xây dựng là không gian

b−metric [8], không gian G−metric [14], không gian 2−metric [15], không

gian b−metric mạnh [24], không gian metric riêng [26, 27] và một số không

gian khác. Đặc biệt, năm 2007, L. G. Huang và X. Zhang [21] giới thiệu

không gian metric nón bằng cách thay tập số thực R trong định nghĩa

metric thông thường bằng một nón định hướng trong không gian Banach.

Các tác giả đã thiết lập một số điều kiện đủ để ánh xạ là toán tử Picard

dưới giả thiết nón chuẩn tắc, các kết quả này là mở rộng thực sự của

Định lý 1 và Định lý 3. Năm 2008, Sh. Rezapour và R. Hamlbarani [41] đã

chứng minh lại kết quả của L. G. Huang và X. Zhang mà không cần tính

chuẩn tắc của nón. Năm 2014, khi nghiên cứu về định lý điểm bất động

trong không gian b−metric mạnh, W. Kirk và N. Shahzad [24] đặt ra câu

hỏi: “Liệu mọi không gian b−metric mạnh X có trù mật trong một không
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gian b−metric mạnh đầy đủ X ′ hay không?” Trong ([24], trang 128) các

tác giả nhận xét rằng, nếu câu trả lời là có thì mọi ánh xạ co T : X → X

có thể mở rộng thành ánh xạ co T ′ : X ′ → X ′ mà T ′ có duy nhất điểm

bất động trong không gian b−metric mạnh đầy đủ. Câu hỏi trên được trả

lời bởi T. V. An và N. V. Dung [2] năm 2016.

Định lý 8. [2] Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh. Khi đó

(i) (X,D,K) có bổ sung đủ;

(ii) Bổ sung đủ của (X,D,K) là duy nhất theo nghĩa nếu (X∗1 , D
∗
1, K1)

và (X∗2 , D
∗
2, K2) là hai bổ sung đủ của (X,D,K) thì tồn tại một song ánh

đẳng cự φ : X∗1 → X∗2 đồng nhất trên X.

Theo hướng nghiên cứu ứng dụng của toán tử Picard và toán tử Picard

yếu. Các tác giả đã tìm được những ứng dụng sâu sắc của các định lý điểm

bất động cho các ánh xạ co suy rộng trên các không gian có cấu trúc kiểu

không gian metric vào những lĩnh vực khác nhau của Toán học. Một số

công trình có thể kể đến như của E. Berstovanská [4], V. Muresan [29, 30],

I. M. Oluru [31, 32], I. A. Rus [51, 52, 53], J. Wang và cộng sự [58, 59]....

Từ đó cho thấy, việc tiếp tục phát triển và nghiên cứu các không gian

metric suy rộng, cùng với các tính chất về tôpô cho các không gian này là

rất cần thiết.

Sự lựa chọn đề tài luận án: “Về sự tồn tại toán tử Picard trong

một số lớp không gian metric suy rộng” của chúng tôi nhằm làm

phong phú các kết quả nghiên cứu về tính chất của các không gian metric,

metric suy rộng và các điều kiện đủ cho ánh xạ là toán tử Picard và toán

tử Picard yếu trên các lớp không gian này.

2. Mục đích và đối tượng nghiên cứu

• Mục đích nghiên cứu
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Mục đích thứ nhất: Thiết lập một số điều kiện đủ để ánh xạ là toán

tử Picard yếu trên không gian metric đầy đủ.

Mục đích thứ hai: Thiết lập một số điều kiện đủ để ánh xạ là toán tử

Picard và toán tử Picard yếu trên không gian b−metric mạnh.

Mục đích thứ ba: Xây dựng không gian b-TVS metric nón mạnh và

nghiên cứu một số tính chất của không gian này, đặc biệt là thiết lập một

số điều kiện đủ để ánh xạ là toán tử Picard và chứng minh nguyên lý bổ

sung đủ trong không gian này.

• Đối tượng nghiên cứu

Trong luận án này chúng tôi tập trung nghiên cứu:

1. Không gian metric, không gian b−metric mạnh, không gian b-TVS

metric nón mạnh.

2. Toán tử Picard và toán tử Picard yếu.

3. Tổng quan về luận án

Với các mục đích trên, trong luận án này chúng tôi đã thu được một

số kết quả chính như sau:

(1) Đối với mục đích thứ nhất: Dựa trên ý tưởng của Định lý 2 và

Định lý 6, chúng tôi thiết lập được một số kết quả mới về điều kiện đủ

để một ánh xạ trong không gian metric đầy đủ là toán tử Picard yếu như

sau:

Định lý 1.1.1. Cho (X, ρ) là không gian metric đầy đủ và T : X → X là

một ánh xạ. Giả sử tồn tại số α > 0 sao cho

1

2
ρ(a, Ta) 6 ρ(a, b) kéo theo ρ(Ta, Tb) 6M(a, b, α)ρ(a, b),

với mọi a, b ∈ X, trong đó

M(a, b, α) =
ρ(a, T b) + ρ(b, Ta) + ρ(a, b)

2ρ(a, Ta) + ρ(b, T b) + α
.
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Khi đó

(1) T là toán tử Picard yếu;

(2) Nếu ā, b̄ ∈ X là hai điểm bất động khác nhau của T thì

ρ(ā, b̄) >
α

3
.

Định lý 1.1.1 của chúng tôi là một dạng định lý điểm bất động của ánh xạ

phát triển từ điều kiện co Banach kết hợp với co Kannan. Ví dụ 1.1.2 trong

luận án cho thấy, lớp ánh xạ co trong Định lý 1.1.1 và lớp ánh xạ trong

Định lý 6 là không trùng nhau. Bằng việc sử dụng khoảng cách Hausdorff,

chúng tôi chứng minh một dạng Định lý 1.1.1 cho trường hợp ánh xạ đa

trị.

Định lý 1.2.4. Cho (X, ρ) là không gian metric đầy đủ và ánh xạ đa trị

T : X → CB(X). Giả sử tồn tại α > 0 sao cho

1

2
d(a, Ta) 6 ρ(a, b) kéo theo H(Ta, Tb) 6 P (a, b, α)ρ(a, b),

với mọi a, b ∈ X, trong đó

P (a, b, α) =
d(a, T b) + d(b, Ta) + ρ(a, b)

2δ(a, Ta) + δ(b, T b) + α
, δ(a,A) := sup

b∈A
ρ(a, b).

Khi đó

(1) T là toán tử Picard yếu đa trị;

(2) Nếu ā, b̄ ∈ X là hai điểm bất động của T thì

ρ2(ā, b̄) >
α

3
H(T ā, T b̄).

(2) Đối với mục đích thứ hai: Bằng việc sử dụng các hàm điều khiển,

năm 2021, chúng tôi chứng minh một dạng kết quả của J. Górnicki [17]

cho không gian b−metric mạnh.

Định lý 2.1.4. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh đầy đủ và

ánh xạ T từ X vào chính nó. Giả sử rằng tồn tại hàm f ∈ S sao cho với
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mỗi a, b ∈ X, a 6= b, ta luôn có

D(Ta, Tb) 6 f(D(a, b))
(
D(a, Ta) +D(b, T b)

)
.

Khi đó, T là toán tử Picard.

Định lý 2.1.6. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh đầy đủ và

ánh xạ T từ X vào chính nó. Giả sử rằng tồn tại hàm ϕ ∈ H sao cho với

mỗi a, b ∈ X, a 6= b, ta luôn có

D(Ta, Tb) 6 ϕ(D(a, b))
(
D(a, Ta) +D(b, T b) +D(a, b)

)
.

Khi đó, T là toán tử Picard.

Dễ thấy, khiK = 1 thì Định lý 2.1.4 nhận lại Định lý 4 và Định lý 2.1.6

trở về Định lý 5. Hơn nữa, Ví dụ 2.1.5 và Ví dụ 2.1.7 cho thấy lớp ánh xạ

thỏa mãn các định lý của chúng tôi là mở rộng thực sự lớp ánh xạ trong

các Định lý 4 và Định lý 5.

Tiếp theo, từ điều kiện co của Định lý 2 và Định lý 3 đã gợi ý cho

chúng tôi đề xuất khái niệm Ánh xạ Kannan-Suzuki trong Định nghĩa 3

và thiết lập điều kiện đủ để một ánh xạ là toán tử Picard.

Định nghĩa 3. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh. Ta nói rằng

T : X → X là ánh xạ Kannan-Suzuki nếu tồn tại s ∈ [0, 1
2) thỏa mãn

D(Ta, Tb) 6 s
(
D(a, Ta) +D(b, T b)

)
,

với mọi a, b ∈ X sao cho 1
K+1D(a, Ta) 6 D(a, b).

Định lý 2.1.8. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh đầy đủ và

T là ánh xạ Kannan-Suzuki. Khi đó, T là toán tử Picard.

Từ Định lý 2.1.8 ta có hệ quả sau là điều kiện đủ để ánh xạ là toán

tử Picard trên lớp không gian metric đầy đủ.

Hệ quả 2.1.9. Cho (X, ρ) là không gian metric đầy đủ và T : X → X là

một ánh xạ. Giả sử tồn tại s ∈ [0, 1
2) thỏa mãn

ρ(Ta, Tb) 6 s
(
ρ(a, Ta) + ρ(b, T b)

)
, (0.3)
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với a, b ∈ X sao cho 1
2ρ(a, Ta) 6 ρ(a, b). Khi đó, T là toán tử Picard.

Có thể thấy rằng, trong Định lý 3, giả thiết cần điều kiện (0.3) thỏa

mãn với mọi a, b ∈ X, trong Hệ quả 2.1.9 của chúng tôi, điều kiện (0.3)

chỉ cần thỏa mãn với a, b ∈ X sao cho 1
2ρ(a, Ta) 6 ρ(a, b). Tức là mọi ánh

xạ thỏa mãn Định lý 3 đều thỏa mãn Hệ quả 2.1.9.

Định nghĩa 4. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh. Ta nói rằng

T : X → X là ánh xạ kiểu Kannan-Suzuki nếu

D(Ta, Tb) <
1

2

(
D(a, Ta) +D(b, T b)

)
,

với mọi a, b ∈ X sao cho 1
K+1D(a, Ta) < D(a, b).

Kết hợp kiểu co của T. Suzuki [57] và của J. Górnicki [16] chúng tôi

thu được kết quả sau về sự tồn tại của toán tử Picard trong không gian

b−metric mạnh compact.

Định lý 2.1.13. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh compact

và T là ánh xạ kiểu Kannan-Suzuki. Khi đó, T có điểm bất động duy nhất

ā ∈ X. Hơn thế, nếu T liên tục thì T là toán tử Picard.

Ví dụ 2.1.16 chỉ ra rằng để T là toán tử Picard trong Định lý 2.1.13 thì

tính liên tục của ánh xạ T không thể bỏ được. Ngoài ra, dễ thấy rằng lớp

ánh xạ thỏa mãn định lý của J. Górnicki thì cũng thỏa mãn điều kiện ánh

xạ kiểu Kannan-Suzuki. Kết hợp với Ví dụ 2.1.14 cho thấy Định lý 2.1.13

là mở rộng thực sự kết quả của Górnicki [16].

Định nghĩa 5. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh và k ∈ (0, 1
2).

Ánh xạ T : X → CB(X) được gọi là ánh xạ Kannan-Suzuki đa trị nếu

tồn tại s ∈ (0, k) thỏa mãn

H(Ta, Tb) 6 s
(
d(a, Ta) + d(b, T b)

)
, (0.4)

với mọi a, b ∈ X sao cho 1
K+1d(a, Ta) 6 D(a, b).

Năm 2021, chúng tôi mở rộng Định lý 7 của L. S. Dube và S. P. Singh
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trong không gian b−metric mạnh đầy đủ dưới điều kiện của ánh xạ Kannan-

Suzuki đa trị.

Định lý 2.2.2. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh đầy đủ và

T là ánh xạ Kannan-Suzuki đa trị. Khi đó, T là toán tử Picard yếu đa trị.

Có thể thấy rằng, trong Định lý 7, giả thiết cần điều kiện (0.4) thỏa

mãn với mọi a, b ∈ X, trong Định lý 2.2.2 của chúng tôi, điều kiện (0.4) chỉ

cần thỏa mãn với a, b ∈ X sao cho 1
K+1d(a, Ta) 6 D(a, b). Tức là mọi ánh

xạ thỏa mãn Định lý 7 đều thỏa mãn Định lý 2.2.2. Kết hợp với Ví dụ 2.2.3

cho thấy Định lý 2.2.2 là mở rộng thực sự kết quả của L. S. Dube và S. P.

Singh [10].

(3) Đối với mục đích thứ ba: Chúng tôi giới thiệu khái niệm không

gian b-TVS metric nón mạnh và nghiên cứu một số tính chất đối với

không gian này. Hơn nữa, chúng tôi mở rộng kết quả của Sh. Rezapour

và R. Hamlbarani [41] cho không gian b-TVS metric nón mạnh đầy đủ với

thứ tự sinh bởi nón (�) và chứng minh định lý bổ sung đủ cho lớp không

gian này. Các kết quả cụ thể như sau:

Định lý 3.3.1. Cho (X,E,C,K, ρ) là không gian b-TVS metric nón mạnh

đầy đủ và ánh xạ T : X → X. Giả sử tồn tại s ∈ [0, 1) thỏa mãn

ρ(Ta, Tb) � sρ(a, b) với mọi a, b ∈ X.

Khi đó, T là toán tử Picard.

Định lý 3.3.3. Cho (X,E,C,K, ρ) là không gian b-TVS metric nón mạnh

đầy đủ và ánh xạ T : X → X. Giả sử tồn tại s ∈ [0, 1
2) thỏa mãn

ρ(Ta, Tb) � s
(
ρ(a, Ta) + ρ(b, T b)

)
với mọi a, b ∈ X.

Khi đó, T là toán tử Picard.

Chú ý rằng, Định lý 3.3.1 là mở rộng của Định lý 2.3 trong [41] và

Định lý 3.3.3 là mở rộng của Định lý 2.6 trong [41]. Hơn nữa, Ví dụ 3.3.2

và Ví dụ 3.3.4 cho thấy các mở rộng đó là mở rộng thực sự.
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Sử dụng tính chất lân cận của nón trong không gian vectơ tôpô lồi

địa phương Hausdorff thực, chúng tôi thiết lập Nguyên lý bổ sung đủ cho

không gian b-TVS metric nón mạnh.

Định lý 3.4.7. Cho (X,E,C,K, ρ) là một không gian b-TVS metric nón

mạnh và nón C thỏa tính chất lân cận trong không gian vectơ tôpô lồi địa

phương Hausdorff thực E đầy đủ. Khi đó

(i) (X,E,C,K, ρ) có bổ sung đủ;

(ii) Bổ sung đủ của (X,E,C,K, ρ) là duy nhất theo nghĩa là nếu

(X∗1 , E, C,K1, ρ
∗
1) và (X∗2 , E, C,K2, ρ

∗
2) là hai bổ sung đủ của (X,E,C,K, ρ)

thì tồn tại một song ánh đẳng cự φ : X∗1 → X∗2 đồng nhất trên X.

Kết quả trên của chúng tôi trả lời cho câu hỏi của W. Kirk và

N. Shahzad [24] cho trường hợp trong không gian b-TVS metric nón

mạnh. Ngoài ra, Ví dụ 3.4.8 cho thấy Định lý 3.4.7 là mở rộng thực sự

của Định lý 8.

Các kết quả chính của luận án chúng tôi đã công bố trong các bài báo

[A1], [A2], [A3], [A4] và [A5] trong danh mục các công trình liên qua đến

luận án.

4. Phương pháp nghiên cứu

Chúng tôi sử dụng phương pháp nghiên cứu cơ bản: Trên cơ sở nghiên

cứu các tài liệu theo hướng nghiên cứu, chúng tôi phát hiện các vấn đề mở

có tính thời sự cần phải giải quyết và sử dụng các kiến thức, kỹ thuật của

Giải tích hàm, lý thuyết điểm bất động và lý thuyết phương trình vi phân

để giải quyết các vấn đề đặt ra.
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5. Cấu trúc luận án

Luận án gồm phần mở đầu, ba chương nội dung, kết luận luận án và

danh mục tài liệu tham khảo.

Chương 1 có tên là Toán tử Picard yếu trong không gian metric đầy

đủ. Trong chương này chúng tôi thiết lập điều kiện đủ để một ánh xạ là

toán tử Picard yếu trong không gian metric đầy đủ. Cụ thể, thiết lập hai

định lý đối với toán tử Picard yếu đơn trị và thiết lập hai định lý đối với

toán tử Picard yếu đa trị. Ngoài ra còn có các hệ quả tương ứng.

Chương 2 có tên là Toán tử Picard và Picard yếu trong không gian

b−metric mạnh. Nhằm thiết lập một số kết quả về toán tử Picard cho

một số lớp ánh xạ kiểu Kannan đối với hàm điều khiển, ánh xạ Kannan-

Suzuki, ánh xạ kiểu Kannan-Suzuki và toán tử Picard yếu cho ánh xạ

Kannan-Suzuki đa trị trong không gian b−metric mạnh.

Chương 3 với tên Toán tử Picard và bổ sung đủ đối với không gian

b-TVS metric nón mạnh. Mục đích của chúng tôi trong chương này là đề

xuất khái niệm không gian b-TVS metric nón mạnh và một số tính chất

trong không gian này. Hơn nữa, chúng tôi thiết lập một số điều kiện đủ để

ánh xạ là toán tử Picard và Nguyên lý bổ sung đủ của không gian b-TVS

metric nón mạnh.

Ngoài việc công bố trên các tạp chí, các kết quả chính của luận án đã

được báo cáo tại:

• Seminar của Bộ môn Giải tích, Khoa Toán, Trường Đại học Sư phạm,

Đại học Thái Nguyên.

• Hội thảo Tối ưu và tính toán khoa học lần thứ 19, Ba Vì, 22-24/04/2021.

Tác giả
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Chương 1

Toán tử Picard yếu trong không

gian metric đầy đủ

Trong chương này, chúng tôi thiết lập một số điều kiện đủ để ánh xạ

là toán tử Picard yếu đơn trị và toán tử Picard yếu đa trị trong không gian

metric đầy đủ. Các kết quả chính của chương này được chúng tôi công bố

trong bài báo [A2] thuộc danh mục các công trình liên quan đến luận án.

1.1. Toán tử Picard yếu đơn trị

Trong mục này, chúng tôi thiết lập một số điều kiện đủ để ánh xạ là

toán tử Picard yếu đơn trị trong không gian metric đầy đủ. Ngoài ra, một

số ví dụ số để minh họa cho kết quả lý thuyết cũng được thiết lập.

Định lý 1.1.1. Cho (X, ρ) là không gian metric đầy đủ và T : X → X là

một ánh xạ. Giả sử tồn tại số α > 0 sao cho

1

2
ρ(a, Ta) 6 ρ(a, b) kéo theo ρ(Ta, Tb) 6M(a, b, α)ρ(a, b),

với mọi a, b ∈ X, trong đó

M(a, b, α) =
ρ(a, T b) + ρ(b, Ta) + ρ(a, b)

2ρ(a, Ta) + ρ(b, T b) + α
.

16



Khi đó

(1) T là toán tử Picard yếu;

(2) Nếu ā, b̄ ∈ X là hai điểm bất động khác nhau của T thì

ρ(ā, b̄) >
α

3
.

Chứng minh. (1) Lấy a0 ∈ X tùy ý, ta xây dựng dãy {an} bởi công thức

an+1 = Tan với mọi n > 0. Đặt ρn = ρ(an, an+1) với mọi n > 0. Từ

1

2
ρ(an, Tan) =

1

2
ρ(an, an+1) 6 ρ(an, an+1), n = 0, 1, ....

nên theo giả thiết, ta có

ρn+1 = ρ(Tan, Tan+1)

6 M(an, an+1, α)ρ(an, an+1)

=
(ρ(an, Tan+1) + ρ(an+1, Tan) + ρ(an, an+1)

2ρ(an, Tan) + ρ(an+1, Tan+1) + α

)
.ρ(an, an+1)

=
( ρ(an, an+2) + ρ(an, an+1)

2ρ(an, an+1) + ρ(an+1, an+2) + α

)
.ρ(an, an+1)

6
( 2ρ(an, an+1) + ρ(an+1, an+2)

2ρ(an, an+1) + ρ(an+1, an+2) + α

)
.ρ(an, an+1)

=
( 2ρn + ρn+1

2ρn + ρn+1 + α

)
.ρn, n = 0, 1, ....

Ta đặt

cn =
2ρn + ρn+1

2ρn + ρn+1 + α
, n = 0, 1, ....

Khi đó 0 6 cn < 1 và ρn+1 6 cnρn với mọi n > 0. Điều đó chứng tỏ

ρn 6 cn−1...c1c0ρ0, n = 1, 2, ....

Do hàm số f(t) = t
t+α là tăng trên [0,+∞) nên cn 6 cn−1 với mọi n > 1.

Vì vậy

ρn 6 c
n
0ρ0 với n > 1.

Bởi c0 ∈ [0, 1) nên

lim
n→∞

cn0ρ0 = lim
n→∞

ρn = 0.
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Mặt khác, với mọi m > n, ta có

ρ(an, am) 6 ρ(an, an+1) + ρ(an+1, an+2) + ...+ ρ(am−1, am)

= ρn + ρn+1 + ...+ ρm−1

6 cn−1...c0ρ0 + cn...c0ρ0 + ...+ cm−2...c0ρ0

= (1 + cn + ...+ cm−2...cn)cn−1...c0ρ0

6 (1 + c0 + ...+ cm−n−1
0 )cn−1...c0ρ0

6 (1 + c0 + c2
0 + ...)cn−1...c0ρ0

=
1

1− c0
cn−1...c0ρ0

6
1

1− c0
cn0ρ0.

Vì lim
n→∞

1
1−c0c

n
0ρ0 = 0 nên

lim
n,m→∞

ρ(an, am) = 0.

Điều đó chứng tỏ {an} là một dãy Cauchy trong X. Do tính đầy đủ của

X nên {an} hội tụ về một điểm ā ∈ X. Tiếp theo, ta chỉ ra rằng với mỗi

n > 0, hoặc là

1

2
ρ(an, Tan) 6 ρ(an, ā) hoặc

1

2
ρ(Tan, Tan+1) 6 ρ(Tan, ā). (1.1.1)

Bằng phản chứng, ta giả sử rằng tồn tại n > 0 sao cho

ρ(an, ā) <
1

2
ρ(an, Tan) và ρ(Tan, ā) <

1

2
ρ(Tan, Tan+1).

Theo bất đẳng thức tam giác, ta có

ρn = ρ(an, Tan) 6 ρ(an, ā) + ρ(Tan, ā)

<
1

2
ρ(an, Tan) +

1

2
ρ(Tan, Tan+1)

=
1

2
ρn +

1

2
ρn+1 6 ρn.

Điều này không xảy ra. Do đó, từ (1.1.1) suy ra với mỗi n > 0, hoặc là

ρ(an+1, T ā) 6M(an, ā, α)ρ(an, ā), (1.1.2)
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hoặc

ρ(an+2, T ā) 6M(an+1, ā, α)ρ(an+1, ā). (1.1.3)

Khi đó, hoặc là (1.1.2) đúng với vô hạn số tự nhiên n hoặc (1.1.3) đúng

với vô hạn số tự nhiên n. Giả sử (1.1.2) đúng với vô hạn số tự nhiên n, ta

có thể chọn trong tập vô hạn đó dãy {nk} đơn điệu tăng ngặt. Từ đó suy

ra dãy {ank} là dãy con của dãy {an} và

ρ(ank+1, T ā) 6
(ρ(ank, T ā) + ρ(ank+1, ā) + ρ(ank, ā)

2ρ(ank, ank+1) + ρ(ā, T ā) + α

)
ρ(ank, ā) với mọi k.

Cho k → ∞ ta thu được lim
k→∞

ank+1 = T ā. Mặt khác, do {ank+1} hội tụ

đến ā nên T ā = ā. Vậy ā là điểm bất động của ánh xạ T. Nếu (1.1.3) đúng

với vô hạn số tự nhiên n, chứng minh một cách hoàn toàn tương tự như

trên ta suy ra ā là điểm bất động của ánh xạ T . Vậy T là toán tử Picard

yếu.

(2) Giả sử ā, b̄ là hai điểm bất động của T và ā 6= b̄. Vì

0 =
1

2
ρ(ā, T ā) < ρ(ā, b̄)

nên theo giả thiết, ta có

ρ(ā, b̄) = ρ(T ā, T b̄) 6M(ā, b̄, α)ρ(ā, b̄).

Điều này kéo theo

ρ(ā, b̄) 6
(ρ(ā, T b̄) + ρ(b̄, T ā) + ρ(ā, b̄)

2ρ(ā, T ā) + ρ(b̄, T b̄) + α

)
.ρ(ā, b̄)

=
3ρ2(ā, b̄)

α
.

Do đó

ρ(ā, b̄) >
α

3
.

Định lý được chứng minh. �
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Ví dụ 1.1.2. Cho X là tập hợp có ít nhất 2 phần tử. Hàm ρ(a, b) được

định nghĩa bởi

ρ(a, b) =

{
0 nếu a = b,
1
3 nếu a 6= b.

Khi đó (X, ρ) là không gian metric đầy đủ.

Xét ánh xạ T : X → X được xác định bởi Ta = a với mọi a ∈ X.

Với a, b ∈ X, a 6= b, ta có

ρ(Ta, Tb) =
1

3
>

2

9
= M(a, b)ρ(a, b).

Do đó Định lý 6 không áp dụng được.

Mặt khác, với mọi a, b ∈ X, a 6= b, ta có

0 =
1

2
ρ(a, Ta) 6 ρ(a, b) =

1

3

kéo theo
1

3
= ρ(Ta, Tb) 6M(a, b, 1)ρ(a, b) = 1.

1

3
=

1

3
.

Điều đó chứng tỏ ánh xạ T thỏa mãn các điều kiện của Định lý 1.1.1 với

α = 1. Hơn nữa, T là toán tử Picard yếu và nếu ā, b̄ là hai điểm bất động

khác nhau của T thì

ρ(ā, b̄) >
1

3
.

Ví dụ 1.1.3. Giả sử X = {0, 1, 2}. Xét metric d : X ×X → [0,+∞) xác

định bởi

ρ(0, 0) = ρ(1, 1) = ρ(2, 2) = 0,

ρ(0, 1) = ρ(1, 0) =
1

2
,

ρ(0, 2) = ρ(2, 0) =
3

2
,

ρ(1, 2) = ρ(2, 1) = 2.

Khi đó (X, ρ) là không gian metric đầy đủ.
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Xét ánh xạ T : X → X bởi T0 = 0, T1 = 1 và T2 = 1. Với α = 1,

ta có

M(0, 1, α) =
ρ(0, T1) + ρ(T0, 1) + ρ(0, 1)

2ρ(0, T0) + ρ(1, T1) + 1
=

3

2
,

M(1, 2, α) =
ρ(1, T2) + ρ(T1, 2) + ρ(1, 2)

2ρ(1, T1) + ρ(2, T2) + 1
=

4

3
,

M(2, 1, α) =
ρ(2, T1) + ρ(T2, 1) + ρ(2, 1)

2ρ(2, T2) + ρ(1, T1) + 1
=

4

5
,

M(0, 2, α) =
ρ(0, T2) + ρ(T0, 2) + ρ(0, 2)

2ρ(0, T0) + ρ(2, T2) + 1
=

7

6
,

M(2, 0, α) =
ρ(2, T0) + ρ(T2, 0) + ρ(2, 0)

2ρ(2, T2) + ρ(0, T0) + 1
=

7

10
.

Bằng kiểm tra trực tiếp, ta thấy T thỏa mãn các điều kiện của Định lý 1.1.1.

Dễ thấy T là toán tử Picard yếu với tập điểm bất động là {0, 1} và
1

2
= ρ(0, 1) >

α

3
=

1

3
.

Hệ quả 1.1.4. Cho (X, ρ) là không gian metric đầy đủ và T là ánh xạ từ

X vào chính nó. Giả sử tồn tại số α > 0 sao cho T thỏa mãn giả thiết của

Định lý 1.1.1. Khi đó T có điểm bất động duy nhất nếu M(a, b, α) < 1 với

mọi a, b ∈ X.

Chứng minh. Theo Định lý 1.1.1, T có điểm bất động. Nếu ā và b̄ là hai

điểm bất động của T thì

0 =
1

2
ρ(ā, T ā) 6 ρ(ā, b̄).

Theo giả thiết, ta có

ρ(ā, b̄) = ρ(T ā, T b̄) 6M(ā, b̄, α).ρ(ā, b̄).

Điều này chứng tỏ (
1−M(ā, b̄, α)

)
ρ(ā, b̄) 6 0.

Do 0 6 M(ā, b̄, α) < 1 nên ρ(ā, b̄) = 0. Điều đó chứng tỏ ā = b̄. Hệ quả

được chứng minh. �
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Ví dụ 1.1.5. Giả sử X = {0, 1, 2} và ρ : X ×X → R xác định bởi

ρ(0, 0) = ρ(1, 1) = ρ(2, 2) = 0,

ρ(0, 1) = ρ(1, 0) =
1

2
,

ρ(0, 2) = ρ(2, 0) = 1,

ρ(1, 2) = ρ(2, 1) =
1

2
.

Khi đó (X, ρ) là không gian metric đầy đủ.

Xét ánh xạ T : X → X bởi T0 = 0, T1 = 0 và T2 = 0. Với α = 2,

bằng tính toán trực tiếp ta có M(a, b, α) < 1 với mọi a, b ∈ X. Hơn nữa,

vì ρ(Ta, Tb) = 0 với mọi a, b ∈ X nên

ρ(Ta, Tb) ≤M(a, b, 2).ρ(a, b) với mọi a, b ∈ X.

Vì vậy T thỏa mãn các điều kiện của Hệ quả 1.1.4 với α = 2. Dễ thấy, T

có điểm bất động duy nhất ā = 0.

Định lý 1.1.6. Cho (X, ρ) là không gian metric đầy đủ và T : X → X là

một ánh xạ. Giả sử tồn tại α > 0 thỏa mãn

1

2
ρ(a, Ta) 6 ρ(a, b) kéo theo ρ(Ta, Tb) 6 N(a, b, α)ρ(a, b),

với mọi a, b ∈ X, trong đó

N(a, b, α) =
ρ(a, T b) + ρ(b, Ta) + ρ(a, Ta) + ρ(b, T b) + ρ(a, b)

3ρ(a, Ta) + 2ρ(b, T b) + α
.

Khi đó

(1) T là toán tử Picard yếu;

(2) Nếu ā, b̄ ∈ X là hai điểm bất động khác nhau của T thì

ρ(ā, b̄) >
α

3
.
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Chứng minh. Lấy a0 ∈ X tùy ý, ta xây dựng dãy {an} bởi công thức

an+1 = Tan với mọi n > 0. Đặt ρn = ρ(an, an+1) với mọi n > 0. Do

1

2
ρ(an, Tan) =

1

2
ρ(an, an+1) 6 ρ(an, an+1), n = 0, 1, ...

nên theo giả thiết, ta có

ρn+1 = ρ(Tan, Tan+1) 6 N(an, an+1, α)ρ(an, an+1)

=
(ρ(an, an+2) + 2ρ(an, an+1) + ρ(an+1, an+2)

3ρ(an, an+1) + 2ρ(an+1, an+2) + α

)
.ρ(an, an+1)

6
( 3ρ(an, an+1) + 2ρ(an+1, an+2)

3ρ(an, an+1) + 2ρ(an+1, an+2) + α

)
.ρ(an, an+1)

=
( 3ρn + 2ρn+1

3ρn + 2ρn+1 + α

)
.ρn, n = 0, 1, ....

Với mỗi n > 0, ta đặt

cn =
3ρn + 2ρn+1

3ρn + 2ρn+1 + α
.

Khi đó 0 6 cn < 1 và ρn+1 6 cnρn với mọi n > 0. Điều này chứng tỏ

ρn 6 c
n
0ρ0, n = 1, 2, ....

Chứng minh hoàn toàn tương tự như chứng minh Định lý 1.1.1, ta có kết

luận của định lý. �

1.2. Toán tử Picard yếu đa trị

Định nghĩa 1.2.1. Cho hai tập hợp bất kỳ A,B và 2B là họ tất cả các

tập con của B. Một ánh xạ T đi từ tập hợp A vào tập hợp 2B được gọi là

ánh xạ đa trị từ A vào B, kí hiệu là T : A→ 2B.

Định nghĩa 1.2.2. Cho ánh xạ đa trị T : X → 2X . Điểm a0 ∈ X được

gọi là điểm bất động của ánh xạ T nếu a0 ∈ Ta0.

Tiếp theo, chúng tôi chứng minh một bổ đề cần thiết để chứng minh

cho kết quả chính.
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Bổ đề 1.2.3. Cho (X, ρ) là không gian metric và A,B ∈ CB(X). Khi đó

nếu H(A,B) > 0 thì với mỗi q > 1 và a ∈ A, tồn tại b ∈ B sao cho

ρ(a, b) < q ·H(A,B).

Chứng minh. Sử dụng đặc trưng của infimum, với ε = (q − 1)H(A,B),

tồn tại b ∈ B sao cho

ρ(a, b) < d(a,B) + ε.

Do định nghĩa của H(A,B) nên

d(a,B) 6 H(A,B).

Từ đó suy ra ρ(a, b) < q ·H(A,B). Bổ đề được chứng minh. �

Định lý 1.2.4. Cho (X, ρ) là không gian metric đầy đủ và ánh xạ đa trị

T : X → CB(X). Giả sử tồn tại α > 0 thỏa mãn

1

2
d(a, Ta) 6 ρ(a, b) kéo theo H(Ta, Tb) 6 P (a, b, α)ρ(a, b),

với mọi a, b ∈ X, trong đó

P (a, b, α) =
d(a, T b) + d(b, Ta) + ρ(a, b)

2δ(a, Ta) + δ(b, T b) + α
, δ(a,A) := sup

b∈A
ρ(a, b).

Khi đó

(1) T là toán tử Picard yếu đa trị;

(2) Nếu ā, b̄ ∈ X là hai điểm bất động của T thì

ρ2(ā, b̄) >
α

3
H(T ā, T b̄).

Chứng minh. (1) Lấy a0 ∈ X tùy ý và chọn a1 ∈ Ta0.

Bước 1. Nếu H(Ta0, Ta1) = 0 thì Ta0 = Ta1. Điều đó chứng tỏ a1 là

điểm bất động của T. Nếu H(Ta0, Ta1) > 0 thì theo Bổ đề 1.2.3, với mỗi

h1 > 1, tồn tại a2 ∈ Ta1 thỏa mãn

ρ(a1, a2) < h1H(Ta0, Ta1).
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Bước 2. NếuH(Ta1, Ta2) = 0 thì Ta1 = Ta2. Điều đó chứng tỏ a2 là điểm

bất động của T. Nếu H(Ta1, Ta2) > 0, sử dụng một lần nữa Bổ đề 1.2.3,

với mỗi h2 > 1, tồn tại a3 ∈ Ta2 thỏa mãn

ρ(a2, a3) < h2H(Ta1, Ta2).

.

.

.

Bước n. Tiếp tục quá trình trên, nếuH(Tan−1, Tan) = 0 thì Tan−1 = Tan.

Từ đó suy ra, an là điểm bất động của T. Nếu H(Tan−1, Tan) > 0, bởi

Bổ đề 1.2.3 với mỗi hn > 1, tồn tại an+1 ∈ Tan thỏa mãn

ρ(an, an+1) < hnH(Tan−1, Tan).

Quá trình trên cứ thế tiếp diễn, nếu tại bước thứ k mà H(Tak−1, Tak) = 0

thì ak là điểm bất động của T và dãy lặp {T na} hội tụ về ak. Nếu không,

ta sẽ thu được dãy {an} và dãy {hn} thỏa mãn an ∈ Tan−1, hn > 1 và

ρ(an, an+1) < hnH(Tan−1, Tan), n = 1, 2, ....

Do 1
2d(an−1, Tan−1) 6 ρ(an−1, an), n = 1, 2, ... nên theo giả thiết, ta có

H(Tan−1, Tan) 6 P (an−1, an, α)ρ(an−1, an)

=
(d(an−1, Tan) + d(an, Tan−1) + ρ(an−1, an)

2δ(an−1, Tan−1) + δ(an, Tan) + α

)
.ρ(an−1, an)

=
( d(an−1, Tan) + ρ(an−1, an)

2δ(an−1, Tan−1) + δ(an, Tan) + α

)
.ρ(an−1, an). (1.2.1)

Mặt khác, với mỗi phần tử bn ∈ T (an), ta có

d(an−1, Tan) + ρ(an−1, an)

2δ(an−1, Tan−1) + δ(an, Tan) + α
6

ρ(an−1, bn) + ρ(an−1, an)

2ρ(an−1, an) + ρ(an, bn) + α

6
2ρ(an−1, an) + ρ(an, bn)

2ρ(an−1, an) + ρ(an, bn) + α
. (1.2.2)
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Từ (1.2.1) và (1.2.2) ta có

H(Tan−1, Tan) 6
( 2ρ(an−1, an) + ρ(an, bn)

2ρ(an−1, an) + ρ(an, bn) + α

)
.ρ(an−1, an).

Đặt

cn =
2ρ(an−1, an) + ρ(an, bn)

2ρ(an−1, an) + ρ(an, bn) + α
, n = 1, 2, ....

Khi đó 0 < cn < 1 và

ρn < hncnρn−1, ở đây ρn = ρ(an, an+1) với n = 1, 2, ....

Nếu ta chọn hn = 1√
cn

với n ≥ 1 thì ρn <
√
cnρn−1, với mọi n > 1. Điều

đó kéo theo

ρn < ρn−1 và ρn <
√
cncn−1...c1ρ0, n = 1, 2, ....

Chứng minh tương tự Định lý 1.1.1, tồn tại ā ∈ X sao cho lim
n→∞

an = ā.

Tiếp theo ta chứng tỏ rằng, với mỗi n > 0, hoặc là

1

2
d(an, Tan) 6 ρ(an, ā) hoặc

1

2
d(an+1, Tan+1) 6 ρ(an+1, ā). (1.2.3)

Bằng phản chứng, ta giả sử rằng tồn tại n > 0 sao cho

ρ(an, ā) <
1

2
d(an, Tan) và ρ(an+1, ā) <

1

2
d(an+1, Tan+1).

Khi đó, theo bất đẳng thức tam giác, ta có

ρn = ρ(an, an+1) 6 ρ(an, ā) + ρ(an+1, ā)

<
1

2
d(an, Tan) +

1

2
d(an+1, Tan+1)

6
1

2
ρ(an, an+1) +

1

2
ρ(an+1, an+2)

=
1

2
ρn +

1

2
ρn+1 6 ρn.

Điều này không xảy ra. Như vậy (1.2.3) đúng với mọi n > 0. Từ (1.2.3)

và giả thiết suy ra với mỗi n > 0, hoặc là

H(Tan, T ā) 6 P (an, ā, α)ρ(an, ā), (1.2.4)
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hoặc

H(Tan+1, T ā) 6 P (an+1, ā, α)ρ(an+1, ā). (1.2.5)

Khi đó, hoặc là (1.2.4) đúng với vô hạn số tự nhiên n hoặc (1.2.5) đúng

với vô hạn số tự nhiên n. Giả sử (1.2.4) đúng với vô hạn số tự nhiên n. Ta

có thể chọn trong tập vô hạn đó dãy {nk} đơn điệu tăng ngặt. Từ đó suy

ra dãy {ank} là dãy con của dãy {an} và

d(ā, T ā) = inf
b∈T ā

ρ(ā, b) 6 ρ(ank+1, ā) + inf
b∈T ā

ρ(ank+1, b)

= ρ(ank+1, ā) + d(ank+1, T ā)

6 ρ(ank+1, ā) +H(Tank, T ā)

6 ρ(ank+1, ā) +
(d(ank, T ā) + d(ā, Tank) + ρ(ank, ā)

2δ(ank, Tank) + δ(ā, T ā) + α

)
.ρ(ank, ā)

6 ρ(ank+1, ā) +
(2ρ(ank, ā) + d(ā, T ā) + ρ(ank+1, ā)

2ρ(ank, ank+1) + δ(ā, T ā) + α

)
.ρ(ank, ā),

với mọi k ≥ 1. Cho k → ∞ ta thu được d(ā, T ā) = 0. Điều này kéo theo

ā ∈ T ā. Vậy ā là điểm bất động của ánh xạ T. Nếu (1.2.5) đúng với vô

hạn số tự nhiên n, chứng minh một cách hoàn toàn tương tự như trên ta

suy ra ā là điểm bất động của ánh xạ T. Vậy T là toán tử Picard yếu đa

trị.

(2) Giả sử ā và b̄ là hai điểm bất động khác nhau của T . Vì

0 =
1

2
d(ā, T ā) < ρ(ā, b̄)

nên theo giả thiết, ta có

H(T ā, T b̄) 6 P (ā, b̄, α)ρ(ā, b̄)

=
(d(ā, T b̄) + d(b̄, T ā) + ρ(ā, b̄)

2δ(ā, T ā) + δ(y, T b̄) + α

)
.ρ(ā, b̄)

6
(ρ(ā, b̄) + ρ(ā, b̄) + ρ(ā, b̄)

α

)
.ρ(ā, b̄)

Từ đó suy ra ρ2(ā, b̄) >
α

3
H(T ā, T b̄). Định lý được chứng minh. �
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Ví dụ 1.2.5. Giả sử X = {0, 1, 2} và ρ : X × X → [0,+∞) được định

nghĩa bởi

ρ(a, b) =

{
0, nếu a = b ∈ X,
2, nếu a 6= b ∈ X.

Khi đó (X, ρ) là không gian metric đầy đủ.

Xét ánh xạ T : X → CB(X) được xác định bởi T0 = {0}, T1 = {1}
và T2 = {1, 2}. Với α = 2, ta có

H(T0, T1) = H(T0, T2) = H(T1, T2) = 2,

và

P (0, 1, 2) =
d(0, T1) + d(1, T0) + ρ(0, 1)

2δ(0, T0) + δ(1, T1) + 2
= 3,

P (0, 2, 2) =
d(0, T2) + d(2, T0) + ρ(0, 2)

2δ(0, T0) + δ(2, T2) + 2
=

3

2
,

P (1, 2, 2) =
d(1, T2) + d(2, T1) + ρ(1, 2)

2δ(1, T1) + δ(2, T2) + 2
= 1.

Bằng kiểm tra trực tiếp, ta có 1
2d(a, Ta) ≤ ρ(a, b) với mọi a, b ∈ X. Mặt

khác,

2 = H(T0, T1) 6 P (0, 1, 2).ρ(0, 1) = 6,

2 = H(T0, T2) 6 P (0, 2, 2).ρ(0, 2) = 3,

2 = H(T1, T2) 6 P (1, 2, 2).ρ(1, 2) = 2.

Do đó H(Ta, Tb) 6 P (a, b, α)ρ(a, b), với mọi a, b ∈ X. Vì thế T thỏa

mãn tất cả các điều kiện của Định lý 1.2.4 với α = 2. Hiển nhiên T là toán

tử Picard yếu đa trị với tập điểm bất động là {0, 1, 2} và nếu ā, b̄ là hai

điểm bất động khác nhau của T thì

ρ2(ā, b̄) >
2

3
H(T ā, T b̄).

Hệ quả 1.2.6. Cho (X, ρ) là không gian metric đầy đủ và ánh xạ đa trị

T : X → CB(X). Giả sử tồn tại số α > 0 sao cho T thỏa mãn giả thiết
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của Định lý 1.2.4. Khi đó T có điểm bất động duy nhất nếu P (a, b, α) < 1

với mọi a, b ∈ X.

Chứng minh. Theo Định lý 1.2.4, T có điểm bất động ā. Nếu b̄ cũng là

điểm bất động của T , thì

0 =
1

2
d(ā, T ā) 6 ρ(ā, b̄).

Theo giả thiết, ta có

H(T ā, T b̄) 6 P (ā, b̄, α).ρ(ā, b̄).

Do ρ(ā, b̄) 6 H(T ā, T b̄) nên suy ra(
1− P (ā, b̄, α)

)
ρ(ā, b̄) 6 0.

Điều đó chứng tỏ ρ(ā, b̄) = 0. Do đó ā = b̄. Vì vậy T có điểm bất động

duy nhất. �

Định lý 1.2.7. Cho (X, ρ) là không gian metric đầy đủ và ánh xạ đa trị

T : X → CB(X). Giả sử tồn tại α > 0 thỏa mãn

1

2
d(a, Ta) 6 ρ(a, b) kéo theo H(Ta, Tb) 6 Q(a, b, α)ρ(a, b),

với mọi a, b ∈ X, trong đó

Q(a, b, α) =
d(a, T b) + d(b, Ta) + d(a, Ta) + d(b, T b) + ρ(a, b)

3δ(a, Ta) + 2δ(b, T b) + α
.

Khi đó

(1) T là toán tử Picard yếu đa trị;

(2) Nếu ā, b̄ ∈ X là hai điểm bất động của T thì

ρ2(ā, b̄) >
α

3
H(T ā, T b̄).

Chứng minh. Chứng minh tương tự như chứng minh Định lý 1.2.4. �
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1.3. Kết luận chương 1

Chương 1 của luận án đạt được các kết quả sau:

• Thiết lập Định lý 1.1.1 và Định lý 1.1.6 là các điều kiện đủ để ánh

xạ là toán tử Picard yếu đơn trị trong không gian metric đầy đủ.

• Thiết lập Định lý 1.2.4 và Định lý 1.2.7 là các điều kiện đủ để ánh

xạ là toán tử Picard yếu đa trị trong không gian metric đầy đủ.

• Đưa ra các Ví dụ 1.1.2, Ví dụ 1.1.5 và Ví dụ 1.2.5 để minh họa cho

các kết quả tương ứng.
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Chương 2

Toán tử Picard và Picard yếu trong

không gian b−metric mạnh

Trong chương này, chúng tôi thiết lập một số điều kiện đủ để ánh xạ

là toán tử Picard đơn trị và toán tử Picard yếu đa trị trong lớp không gian

b−metric mạnh. Kết quả chính của chương được viết dựa trên bài báo [A1]

và bài báo [A4] trong danh mục các công trình liên quan đến luận án.

2.1. Toán tử Picard đơn trị

Trong mục này, chúng tôi mở rộng các kết quả của J. Gócrnicki [16, 17]

và của R. Kannan [22] cho không gian b−metric mạnh. Trước tiên, chúng

tôi nhắc lại một số khái niệm trong không gian b−metric mạnh.

Định nghĩa 2.1.1. [24] Cho X là một tập khác rỗng và số thực K > 1.

Hàm D : X ×X → [0; +∞) được gọi là b−metric mạnh trên X nếu:

(D1) D(a, b) = 0 nếu và chỉ nếu a = b;

(D2) D(a, b) = D(b, a) với mọi a, b ∈ X;

(D3) D(a, b) 6 D(a, c) +KD(c, b) với mọi a, b, c ∈ X.
Khi đó, bộ ba (X,D,K) được gọi là không gian b−metric mạnh.

Định nghĩa 2.1.2. [24] Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh,
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{an} là một dãy các phần tử trong X và a ∈ X. Khi đó:

(i) Dãy {an} được gọi là hội tụ đến a nếu lim
n→∞

D(an, a) = 0. Ta kí

hiệu lim
n→∞

an = a hoặc an → a khi n→∞.
(ii) {an} được gọi là dãy Cauchy trong X nếu lim

n,m→∞
D(an, am) = 0.

(iii) Không gian b−metric mạnh (X,D,K) được gọi là không gian

b−metric mạnh đầy đủ nếu mọi dãy Cauchy trong X là hội tụ.

(iv) Không gian b−metric mạnh (X,D,K) được gọi là không gian

b−metric mạnh compact nếu mọi dãy trongX đều chứa một dãy con hội tụ.

Mệnh đề 2.1.3. [24] Cho {an} là một dãy các phần tử trong không gian

b−metric mạnh (X,D,K) và giả sử

∞∑
i=1

D(ai, ai+1) <∞.

Khi đó {an} là một dãy Cauchy.

2.1.1. Toán tử Picard cho một số lớp ánh xạ kiểu Kannan đối

với hàm điều khiển

Ta kí hiệu các lớp hàm điều khiển sau đây:

S = {f : (0,∞)→ [0,
1

2
) : f(tn)→

1

2
kéo theo tn → 0 khi n→∞}.

H = {ϕ : (0,∞)→ [0,
1

3
) : ϕ(tn)→

1

3
kéo theo tn → 0 khi n→∞}.

Sử dụng lớp các hàm điều khiển trên chúng tôi thiết lập điều kiện đủ

để ánh xạ là toán tử Picard.

Định lý 2.1.4. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh đầy đủ và

ánh xạ T từ X vào chính nó. Giả sử rằng tồn tại hàm f ∈ S sao cho với

mỗi a, b ∈ X và a 6= b, ta luôn có

D(Ta, Tb) 6 f(D(a, b))
(
D(a, Ta) +D(b, T b)

)
.

Khi đó, T là toán tử Picard.
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Chứng minh. Chọn a0 ∈ X và ta định nghĩa dãy {an} trong X bởi công

thức an+1 = Tan với mọi n > 0. Nếu có một số tự nhiên n nào đó thỏa mãn

an+1 = an thì an là điểm bất động của T. Do đó, giả sử rằng an+1 6= an

với mọi n > 0. Ta đặt Dn = D(an, an+1) với mọi n > 0. Theo giả thiết, ta

có

Dn+1 = D(an+1, an+2) = D(Tan, Tan+1)

6 f(D(an, an+1))
(
D(an, Tan) +D(an+1, Tan+1)

)
<

1

2

(
D(an, Tan) +D(an+1, Tan+1)

)
=

1

2

(
Dn +Dn+1

)
, n = 0, 1, ....

Từ đó suy ra Dn+1 < Dn với mọi n > 0. Điều đó chứng tỏ {Dn} là một

dãy giảm các số thực không âm và bị chặn dưới. Do đó, tồn tại số thực

η > 0 sao cho lim
n→∞

Dn = η. Giả sử η > 0. Theo giả thiết, ta có

D(an+1, an+2) 6 f(D(an, an+1))
(
D(an, an+1) +D(an+1, an+2)

)
,

với mọi n > 0. Từ đó suy ra

Dn+1

Dn +Dn+1
6 f(Dn), n = 0, 1, ....

Cho n→∞, ta thu được lim
n→∞

f(Dn) >
1
2 . Bởi f ∈ S nên lim

n→∞
Dn = η = 0.

Mặt khác, với m 6= n, ta có

D(an+1, am+1) ≤ f(D(an, am))
(
D(an, an+1) +D(am, am+1)

)
<

1

2

(
Dn +Dm

)
.

Cho n,m → ∞ ta được lim
n,m→∞

D(an+1, am+1) = 0. Vậy {an} là một dãy

Cauchy trong X. Do tính đầy đủ của X nên tồn tại ā ∈ X sao cho

lim
n→∞

an = ā. Khi đó với n > 1, ta có

D(T ā, ā) 6 D(Tan, T ā) +KD(Tan, ā)
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6 f(D(an, ā))
(
D(an, Tan) +D(ā, T ā)

)
+KD(an+1, ā).

Từ đó suy ra

D(T ā, ā) 6
f(D(an, ā))

1− f(D(an, ā))
Dn +

K

1− f(D(an, ā))
D(an+1, ā),

với mọi n > 1. Cho n→∞ ta được T ā = ā.

Giả sử b̄ cũng là điểm bất động của T . Theo giả thiết, ta có

D(ā, b̄) = D(T ā, T b̄) 6 f(D(ā, b̄))
(
D(ā, T ā) +D(b̄, T b̄)

)
= 0.

Vì vậy D(ā, b̄) = 0 hay ā = b̄. Vậy T có điểm bất động duy nhất ā ∈ X.

Do đó, T là toán tử Picard. Định lý được chứng minh. �

Ví dụ 2.1.5. Lấy X = {0, 1, 2} và D : X ×X → [0,+∞) xác định bởi

D(0, 0) = D(1, 1) = D(2, 2) = 0,

D(0, 1) = D(1, 0) =
1

2
,

D(0, 2) = D(2, 0) = 6,

D(1, 2) = D(2, 1) = 5.

Xét ánh xạ T : X → X được định nghĩa bởi T0 = 0, T1 = 0, T2 = 1,

hàm f ∈ S được cho bởi f(t) = 1
2e

−t
6 , t > 0 và f(0) ∈ [0, 1

2). Khi đó

(X,D,K = 2) là không gian b−metric mạnh đầy đủ nhưng không là

không gian metric vì

6 = D(2, 0) > D(2, 1) +D(1, 0) =
11

2
.

Do đó, Định lý 4 không áp dụng được. Mặt khác, ta có

D(T0, T1) = D(0, 0) = 0 <
1

4
e

−1
12 = f(D(0, 1))

(
D(0, T0) +D(1, T1)

)
,

D(T1, T2) = D(0, 1) =
1

2
<

11

4
e

−5
6 = f(D(1, 2))

(
D(1, T1) +D(2, T2)

)
,
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D(T2, T0) = D(1, 0) =
1

2
<

5

2e
= f(D(2, 0))

(
D(2, T2) +D(0, T0)

)
.

Do đó, ánh xạ T thỏa mãn tất cả các điều kiện của Định lý 2.1.4. Dễ thấy

T là toán tử Picard.

Định lý 2.1.6. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh đầy đủ và

ánh xạ T từ X vào chính nó. Giả sử rằng tồn tại hàm ϕ ∈ H sao cho với

mỗi a, b ∈ X và a 6= b, ta luôn có

D(Ta, Tb) 6 ϕ(D(a, b))
(
D(a, Ta) +D(b, T b) +D(a, b)

)
.

Khi đó, T là toán tử Picard.

Chứng minh. Lấy a0 ∈ X và ta định nghĩa dãy {an} trongX bởi công thức

an+1 = Tan với mọi n > 0. Nếu tồn tại số tự nhiên n sao cho an+1 = an

thì an là điểm bất động của T. Do đó, ta giả sử rằng an+1 6= an với mọi

n > 0. Đặt Dn = D(an, an+1) với mọi n > 0. Theo giả thiết, ta có

Dn+1 = D(an+1, an+2) = D(Tan, Tan+1)

6 ϕ(D(an, an+1))
(
D(an, Tan) +D(an+1, Tan+1) +D(an, an+1)

)
<

1

3

(
D(an, an+1) +D(an+1, an+2) +D(an, an+1)

)
=

1

3

(
2Dn +Dn+1

)
, n = 0, 1, ....

Từ đó suy ra Dn+1 < Dn với mọi n > 0. Vì vậy {Dn} là một dãy giảm các

số thực không âm và bị chặn dưới. Do đó tồn tại số thực η > 0 sao cho

lim
n→∞

Dn = η.

Giả sử rằng η > 0. Bởi giả thiết, ta có

D(an+1, an+2) 6 ϕ(D(an, an+1))
(
2D(an, an+1) +D(an+1, an+2)

)
,

với mọi n > 0. Điều đó chứng tỏ

Dn+1

2Dn +Dn+1
6 ϕ(Dn), n = 0, 1, ....
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Cho n → ∞ ta thu được lim
n→∞

ϕ(Dn) >
1
3 . Bởi ϕ ∈ H nên η = 0. Vì vậy

lim
n→∞

Dn = 0. Mặt khác, với m 6= n, ta có

D(an+1, am+1) 6 ϕ(D(an, am))
(
D(an, an+1) +D(am, am+1) +D(an, am)

)
<

1

3

(
D(an, an+1) +D(am, am+1) +KD(an, an+1)

+D(an+1, am+1) +KD(am, am+1)
)
.

Do đó,

D(an+1, am+1) <
K + 1

2

(
Dn +Dm

)
với mọi m 6= n.

Cho n,m → ∞ ta được lim
n,m→∞

D(an+1, am+1) = 0. Vậy {an} là một dãy

Cauchy trong X. Do tính đầy đủ của X nên ta có lim
n→∞

an = ā ∈ X. Khi

đó,

D(T ā, ā) 6 D(Tan, T ā) +KD(Tan, ā)

6 ϕ(D(an, ā))
(
D(an, Tan) +D(ā, T ā) +D(an, ā)

)
+ KD(an+1, ā) với mọi n > 1.

Từ đó ta có

D(T ā, ā) 6
ϕ(D(an, ā))

1− ϕ(D(an, ā))
Dn +

ϕ(D(an, ā))

1− ϕ(D(an, ā))
D(an, ā)

+
K

1− ϕ(D(an, ā))
D(an+1, ā) với mọi n > 1.

Cho n→∞ ta thu được T ā = ā.

Giả sử b̄ cũng là điểm bất động của T . Theo giả thiết, ta có

D(ā, b̄) = D(T ā, T b̄) 6
1

3

(
D(ā, T ā) +D(b̄, T b̄) +D(ā, b̄)

)
.

Điều này tương đương với

2

3
D(ā, b̄) 6

1

3

(
D(ā, T ā) +D(b̄, T b̄)

)
= 0.

Từ đó suy ra D(ā, b̄) = 0 hay ā = b̄. Vậy T có điểm bất động duy nhất.

Vậy, T là toán tử Picard. Định lý được chứng minh. �
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Ví dụ 2.1.7. Xét không gian b−metric mạnh đầy đủ (X,D,K) và ánh

xạ T trong Ví dụ 2.1.5. Hiển nhiên, Định lý 5 không áp dụng được.

Ta xây dựng hàm ϕ ∈ H bởi ϕ(t) = 1
3e

−t
6 , t > 0 và ϕ(0) ∈ [0, 1

3). Khi

đó,

D(T0, T1) = D(0, 0)

= 0 <
1

3
e

−1
12 = ϕ(D(0, 1))

(
D(0, T0) +D(1, T1) +D(0, 1)

)
,

D(T1, T2) = D(0, 1)

=
1

2
<

21

6
e

−5
6 = ϕ(D(1, 2))

(
D(1, T1) +D(2, T2) +D(1, 2)

)
,

D(T2, T0) = D(1, 0)

=
1

2
<

11

3e
= ϕ(D(2, 0))

(
D(2, T2) +D(0, T0) +D(2, 0)

)
.

Như vậy, ánh xạ T thỏa mãn tất cả các điều kiện của Định lý 2.1.6. Hiển

nhiên, T là toán tử Picard.

2.1.2. Toán tử Picard cho ánh xạ Kannan-Suzuki

Định lý 2.1.8. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh đầy đủ và

T là ánh xạ Kannan-Suzuki. Khi đó, T là toán tử Picard.

Chứng minh. Lấy a0 ∈ X, ta xây dựng dãy lặp {an} trong X bởi công

thức an+1 = Tan với mọi n > 0. Đặt Dn = D(an, an+1) với mọi n > 0. Từ

1

K + 1
D(an, Tan) =

1

K + 1
D(an, an+1) 6 D(an, an+1),

với mọi n > 0, nên theo giả thiết ta có

Dn+1 = D(an+1, an+2) = D(Tan, Tan+1)

6 s
(
D(an, Tan) +D(an+1, Tan+1)

)
= s

(
D(an, an+1) +D(an+1, an+2)

)
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= s
(
Dn +Dn+1

)
, n = 0, 1, ....

Từ đó suy ra

Dn+1 6
s

1− s
Dn = hDn, với mọi n > 0, ở đây h =

s

1− s
∈ [0, 1).

Điều đó chứng tỏ rằng

Dn 6 h
nD0, n = 1, 2, ....

Do đó, ta có
∞∑
n=1

Dn 6 D0

∞∑
n=1

hn <∞.

Theo Mệnh đề 2.1.3, {an} là một dãy Cauchy trong X. Vì X là không

gian b−metric mạnh đầy đủ nên tồn tại ā ∈ X sao cho lim
n→∞

an = ā.

Tiếp theo, ta sẽ chỉ ra rằng với mọi n > 0, hoặc là

1

K + 1
D(an, Tan) 6 D(an, ā) (2.1.1)

hoặc
1

K + 1
D(Tan, Tan+1) 6 D(Tan, ā). (2.1.2)

Thật vậy, bằng phản chứng, ta giả sử rằng tồn tại n > 0 sao cho

D(an, ā) <
1

K + 1
D(an, Tan) và D(Tan, ā) <

1

K + 1
D(Tan, Tan+1).

Khi đó, theo bất đẳng thức tam giác, ta có

Dn = D(an, Tan) 6 D(an, ā) +KD(Tan, ā)

<
1

K + 1
D(an, Tan) +

K

K + 1
D(Tan, Tan+1)

=
1

K + 1
Dn +

K

K + 1
Dn+1

6
1

K + 1
Dn +

Kh

K + 1
Dn < Dn,

điều này không xảy ra. Từ đó và từ giả thiết ta có, hoặc là
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D(an+1, T ā) 6 s
(
D(an, Tan) +D(ā, T ā)

)
(2.1.3)

hoặc

D(an+2, T ā) 6 s
(
D(an+1, Tan+1) +D(ā, T ā)

)
, (2.1.4)

với mọi n > 0. Khi đó, hoặc là (2.1.3) đúng với vô hạn số tự nhiên n hoặc

(2.1.4) đúng với vô hạn số tự nhiên n. Giả sử (2.1.3) đúng với vô hạn số

tự nhiên n, ta có thể chọn trong tập vô hạn đó dãy số tự nhiên {nk} đơn
điệu tăng ngặt. Suy ra, dãy {ank} là một dãy con của dãy {an} và với mỗi

k > 1 ta có

D(ank+1, T ā) 6 s
(
D(ank, Tank) +D(ā, T ā)

)
6 s

(
D(ank, ā) + 2KD(ank+1, ā) +D(ank+1, T ā)

)
.

Bất đẳng thức này tương đương với

D(ank+1, T ā) 6
s

1− s
(
D(ank, ā) + 2KD(ank+1, ā)

)
với k > 1. (2.1.5)

Cho k →∞ trong bất đẳng thức (2.1.5) ta thu được D(ā, T ā) = 0. Điều

đó kéo theo T ā = ā. Vậy ā là một điểm bất động của T. Nếu (2.1.4) đúng

với vô hạn số tự nhiên n thì chứng minh một cách hoàn toàn tương tự như

trên ta suy ra ā là một điểm bất động của ánh xạ T.

Giả sử rằng b̄ cũng là một điểm bất động của T và ā 6= b̄. Vì

0 =
1

K + 1
D(ā, T ā) < D(ā, b̄)

nên theo giả thiết, ta có

D(ā, b̄) = D(T ā, T b̄) 6 s
(
D(ā, T ā) +D(b̄, T b̄)

)
= 0.

Từ đó suy ra D(ā, b̄) = 0 hay ā = b̄. Điều này mâu thuẫn với ā 6= b̄. Do

đó, T có điểm bất động duy nhất ā ∈ X. Vậy T là toán tử Picard. Định

lý được chứng minh. �
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Hệ quả 2.1.9. Cho (X, ρ) là không gian metric đầy đủ và T : X → X là

một ánh xạ. Giả sử tồn tại s ∈ [0, 1
2) thỏa mãn

ρ(Ta, Tb) 6 s
(
ρ(a, Ta) + ρ(b, T b)

)
,

với mọi a, b ∈ X sao cho 1
2ρ(a, Ta) 6 ρ(a, b). Khi đó, T là toán tử Picard.

Trên C[0,1] không gian các hàm liên tục thuộc [0, 1], ta trang bị metric

ρ : C[0,1] × C[0,1] → [0,+∞) được định nghĩa bởi

ρ(a, b) = sup
t∈[0,1]

|a(t)− b(t)| với a, b ∈ C[0,1].

Khi đó C[0,1] là không gian metric đầy đủ. Ta đặt

X := {a ∈ C[0,1] : |a(t)− a0| 6 k với mọi t ∈ [0, 1]},

ở đây k ∈ (0, 1
3) và a0 là số thực cho trước. Từ X là không gian con

đóng của C[0,1] nên suy ra (X, ρ) là không gian metric đầy đủ. Sử dụng

Hệ quả 2.1.9, chúng tôi thiết lập điều kiện đủ cho sự tồn tại duy nhất

nghiệm của một lớp phương trình vi phân với điều kiện ban đầu.

Định lý 2.1.10. Giả sử f : [0, 1]×X → R là một hàm thực liên tục thỏa

mãn các điều kiện sau đây:

|f(t, a)− f(t, b)| 6 k|a(t)− b(t)| (2.1.6)

với mọi (t, a), (t, b) ∈ [0, 1]×X và

|f(t, a)| 6 k với mọi (t, a) ∈ [0, 1]×X. (2.1.7)

Khi đó, bài toán phương trình vi phân Cauchy{
da
dt = f(t, a)

a(0) = a0

(2.1.8)

có nghiệm duy nhất ā trên X.
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Chứng minh. Lấy tích phân hai vế của (2.1.8), ta có

a(t) = a0 +

t∫
0

f(s, a)ds.

Do đó, việc tìm nghiệm của (2.1.8) tương đương với việc tìm điểm bất

động của ánh xạ T : X → X được định nghĩa bởi

Ta(t) = a0 +

t∫
0

f(s, a)ds. (2.1.9)

Chú ý rằng, nếu s ∈ [0, 1] và a ∈ X kéo theo |a(s) − a0| 6 k, vì thế

(s, a) ∈ [0, 1]×X. Do f là liên tục trên [0, 1]×X suy ra tích phân (2.1.9)

và ánh xạ T tồn tại với mọi a ∈ X. Ta chứng tỏ T là một ánh xạ từ X

vào chính nó. Thật vậy, từ (2.1.7) và (2.1.9), ta có

|Ta(t)− a0| = |
t∫

0

f(s, a)ds| 6
t∫

0

|f(s, a)|ds 6 k,

với mọi t ∈ [0, 1]. Do đó, Ta ∈ X với mọi a ∈ X. Vì vậy, T là một ánh xạ

từ X vào chính nó. Mặt khác, áp dụng (2.1.6) ta có

ρ(Ta, Tb) = sup
t∈[0,1]

|
t∫

0

(
f(s, a)− f(s, b)

)
ds|

6 k sup
t∈[0,1]

|a(t)− b(t)|. (2.1.10)

Hơn nữa, lại có

ρ(a, Ta) + ρ(b, T b) = sup
t∈[0,1]

|a(t)− a0 −
t∫

0

f(s, a)ds|

+ sup
t∈[0,1]

|b(t)− a0 −
t∫

0

f(s, b)ds|
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> sup
t∈[0,1]

|a(t)− b(t)−
t∫

0

(
f(s, a)− f(s, b)

)
ds|

> sup
t∈[0,1]

|a(t)− b(t)| − inf
t∈[0,1]

|
t∫

0

(
f(s, a)− f(s, b)

)
ds|

> sup
t∈[0,1]

|a(t)− b(t)| − sup
t∈[0,1]

|
t∫

0

(
f(s, a)− f(s, b)

)
ds|

= sup
t∈[0,1]

|a(t)− b(t)| − ρ(Ta, Tb). (2.1.11)

Theo (2.1.10) và (2.1.11), ta suy ra

ρ(Ta, Tb) 6
k

1− k
(
ρ(a, Ta) + ρ(b, T b)

)
= r
(
ρ(a, Ta) + ρ(b, T b)

)
,

ở đây r := k
1−k ∈ (0, 1

2). Theo Hệ quả 2.1.9, tồn tại duy nhất ā ∈ X sao

cho ā = T ā. Điều này chứng tỏ ā là nghiệm duy nhất của bài toán (2.1.8)

trên X. Định lý được chứng minh. �

Lớp các hàm điều khiển phụ thuộc tham số Fq được xây dựng bởi:

Fq = {ψ : (0,∞)→ [0, q) : ψ(tn)→ q kéo theo tn → 0 khi n→∞},

ở đây q ∈ (0, 1
2). Sử dụng hàm điều khiển phụ thuộc tham số cho ánh

xạ Kannan-Suzuki, chúng tôi thu được kết quả sau đây cho không gian

b−metric mạnh.

Định lý 2.1.11. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh đầy đủ và

ánh xạ T : X → X. Giả sử tồn tại hàm ψ ∈ Fq thỏa mãn

1

K + 1
D(a, Ta) 6 D(a, b)

kéo theo

D(Ta, Tb) 6 ψ(D(a, b))
(
D(a, Ta) +D(b, T b)

)
,

với mọi a, b ∈ X, a 6= b. Khi đó, T là toán tử Picard.
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Chứng minh. Lấy a0 ∈ X, ta định nghĩa dãy {an} trong X bằng công

thức an+1 = Tan với mọi n > 0. Nếu tồn tại số tự nhiên n nào đó sao cho

an+1 = an thì an là điểm bất động của T. Do đó, giả sử rằng an+1 6= an

với mọi n > 0. Ta đặt Dn = D(an, an+1) với mọi n > 0. Từ

1

K + 1
D(an, Tan) =

1

K + 1
D(an, an+1) 6 D(an, an+1),

với mọi n > 0, nên theo giả thiết ta có

Dn+1 = D(an+1, an+2) = D(Tan, Tan+1)

6 ψ(D(an, an+1))
(
D(an, Tan) +D(an+1, Tan+1)

)
< q

(
D(an, Tan) +D(an+1, Tan+1)

)
= q

(
Dn +Dn+1

)
, n = 0, 1, ....

Do đó

Dn+1 <
q

1− q
Dn = hDn, ở đây h =

q

1− q
∈ (0, 1).

Điều đó chứng tỏ

Dn < hnD0, n = 1, 2, ....

Từ đó suy ra
∞∑
n=1

Dn < D0

∞∑
n=1

hn < +∞.

Áp dụng Mệnh đề 2.1.3, ta suy ra {an} là một dãy Cauchy trong X. Vì X

là đầy đủ nên tồn tại ā ∈ X sao cho lim
n→∞

an = ā ∈ X.
Tiếp theo, ta chứng tỏ rằng với mọi n > 0, hoặc là

1

K + 1
D(an, Tan) 6 D(an, ā) hoặc

1

K + 1
D(Tan, Tan+1) 6 D(Tan, ā).

(2.1.12)

Bằng phản chứng, ta giả sử rằng tồn tại số tự nhiên n > 0, sao cho

D(an, ā) <
1

K + 1
D(an, Tan) và D(Tan, ā) <

1

K + 1
D(Tan, Tan+1).
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Khi đó, theo bất đẳng thức tam giác, ta có

Dn = D(an, Tan) 6 D(an, ā) +KD(Tan, ā)

<
1

K + 1
D(an, Tan) +

K

K + 1
D(Tan, Tan+1)

=
1

K + 1
Dn +

K

K + 1
Dn+1

≤ Dn.

Điều này không thể xảy ra. Do đó, từ các bất đẳng thức trong (2.1.12) với

mọi số tự nhiên n > 0 ta có, hoặc là

D(an+1, T ā) 6 ψ(D(an, ā))
(
D(an, Tan) +D(ā, T ā)

)
, (2.1.13)

hoặc

D(an+2, T ā) 6 ψ(D(an+1, ā))
(
D(an+1, Tan+1) +D(ā, T ā)

)
. (2.1.14)

Khi đó, hoặc là (2.1.13) đúng với vô hạn số tự nhiên n hoặc (2.1.14) đúng

với vô hạn số tự nhiên n. Giả sử rằng (2.1.13) đúng với vô hạn số tự

nhiên n, ta có thể chọn trong tập vô hạn đó dãy {nk} đơn điệu tăng ngặt.

Từ đó suy ra dãy {ank} là dãy con của dãy {an} và với mỗi k > 1, ta có

D(ank+1, T ā) 6 ψ(D(ank, ā))
(
D(ank, Tank) +D(ā, T ā)

)
< q

(
D(ank, ā) + 2KD(ank+1, ā) +D(ank+1, T ā)

)
.

Điều này tương đương với

D(ank+1, T ā) <
q

1− q
(
D(ank, ā) + 2KD(ank+1, ā)

)
với mọi k ≥ 1.

Cho k → ∞ ta được lim
k→∞

ank+1 = T ā. Điều này chứng tỏ T ā = ā. Nếu

(2.1.14) đúng với vô hạn số tự nhiên n, chứng minh một cách hoàn toàn

tương tự như trên ta suy ra ā là điểm bất động của ánh xạ T.

Giả sử b̄ cũng là điểm bất động của T . Khi đó, do

0 =
1

K + 1
D(ā, T ā) 6 D(ā, b̄),

44



nên theo giả thiết, ta có

D(ā, b̄) = D(T ā, T b̄) 6 ψ(D(ā, b̄))
(
D(ā, T ā) +D(b̄, T b̄)

)
= 0.

Điều đó chứng tỏ ā = b̄. Vì vậy, T có điểm bất động duy nhất ā ∈ X. Do

đó, T là toán tử Picard. �

Ví dụ 2.1.12. Cho X = {0, 1, 2} và hàm D : X × X → [0,+∞) được

định nghĩa bởi D(a, b) = (a − b)2. Khi đó (X,D,K = 3) là không gian

b−metric mạnh đầy đủ.

Xét ánh xạ T : X → X được định nghĩa bởi T0 = 1, T1 = 1, T2 = 0

và hàm ψ xác định bởi ψ(t) = 1
3e

−t
8 , t > 0, ψ(0) ∈ [0, 1

3). Khi đó ψ ∈ F 1
3
.

Dễ dàng kiểm tra được T thỏa mãn các điều kiện của Định lý 2.1.11. Hiển

nhiên, T là toán tử Picard.

2.1.3. Toán tử Picard cho ánh xạ kiểu Kannan-Suzuki

Định lý 2.1.13. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh compact

và T là ánh xạ kiểu Kannan-Suzuki. Khi đó, T có một điểm bất động duy

nhất ā ∈ X. Hơn thế, nếu T liên tục thì T là toán tử Picard.

Chứng minh. Đặt

η = inf{D(a, Ta) : a ∈ X}.

Khi đó tồn tại dãy {an} trong X thỏa mãn lim
n→∞

D(an, Tan) = η > 0. Do

X là compact, không mất tính tổng quát, giả sử {an} hội tụ đến c ∈ X và

{Tan} hội tụ đến u ∈ X. Ta sẽ chỉ ra rằng η = 0. Thật vậy, giả sử η > 0.

Vì

lim
n→∞

D(an, u) = D(c, u) = lim
n→∞

D(an, Tan) = η

nên ta có thể chọn n0 ∈ N sao cho

K + 1

K + 2
η < D(an, u) và D(an, Tan) <

K + 3

K + 2
η,
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với mọi n > n0. Do đó, ta có

1

K + 1
D(an, Tan) <

K + 3

(K + 2)(K + 1)
η 6

K + 1

K + 2
η < D(an, u),

với mọi n > n0. Theo giả thiết, ta có

D(Tan, Tu) <
1

2

(
D(an, Tan) +D(u, Tu)

)
,

với mọi n > n0. Cho n→∞, ta thu được

D(u, Tu) 6
1

2

(
η +D(u, Tu)

)
.

Điều này kéo theo D(u, Tu) ≤ η. Sử dụng định nghĩa của η, ta thu được

D(u, Tu) = η. Từ 1
K+1D(u, Tu) < D(u, Tu) nên ta có

D(Tu, T 2u) <
1

2

(
D(u, Tu) +D(Tu, T 2u)

)
.

Điều đó chứng tỏ

D(Tu, T 2u) < D(u, Tu) = η,

điều này mâu thuẫn với định nghĩa của η. Vì vậy η = 0.

Tiếp theo, chúng tôi chứng minh T có một điểm bất động. Để ý rằng,

nếu có số tự nhiên n0 ∈ N nào đó thỏa mãn an0 = Tan0 thì an0 là một

điểm bất động của T. Do đó, ta có thể giả sử an 6= Tan với mọi n ∈ N. Từ

η = 0 ta có c = u, điều này kéo theo {Tan} hội tụ đến c. Hơn nữa, ta có

D(c, T 2an) 6 D(c, Tan) +KD(Tan, T
2an)

< D(c, Tan) +KD(an, Tan) với mọi n > 1.

Cho n→∞ ta suy ra dãy {T 2an} hội tụ đến c.

Nếu có một số tự nhiên n ∈ N sao cho

1

K + 1
D(an, Tan) > D(an, c) và

1

K + 1
D(Tan, T

2an) > D(Tan, c)

thì ta có

D(an, Tan) 6 D(an, c) +KD(Tan, c)
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6
1

K + 1
D(an, Tan) +

K

K + 1
D(Tan, T

2an)

< D(an, Tan).

Điều này không thể xảy ra. Vậy, hoặc là

1

K + 1
D(an, Tan) < D(an, c) hoặc

1

K + 1
D(Tan, T

2an) < D(Tan, c)

đúng với mọi n ∈ N. Theo giả thiết, hoặc là

D(Tan, T c) <
1

2

(
D(an, Tan) +D(c, T c)

)
(2.1.15)

hoặc

D(T 2an, T c) <
1

2

(
D(Tan, T

2an) +D(c, T c)
)
, (2.1.16)

đúng với mọi n ∈ N. Do đó, một trong hai trường hợp sau đây luôn đúng:

(1) Tồn tại một tập con vô hạn các phần tử I ⊂ N sao cho (2.1.15) đúng

với mọi n ∈ I.
(2) Tồn tại một tập con vô hạn các phần tử J ⊂ N sao cho (2.1.16) đúng

với mọi n ∈ J.
Trong trường hợp thứ nhất, ta có

D(c, T c) = lim
n∈I,n→∞

D(Tan, T c)

≤ lim
n∈I,n→∞

1

2

(
D(an, Tan) +D(c, T c)

)
=

1

2
D(c, T c).

Điều này chứng tỏ Tc = c.

Trong trường hợp thứ hai, ta có

D(c, T c) = lim
n∈J,n→∞

D(T 2an, T c)

6 lim
n∈J,n→∞

1

2

(
D(Tan, T

2an) +D(c, T c)
)

=
1

2
D(c, T c).
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Điều này chứng tỏ Tc = c.

Vậy Tc = c trong cả hai trường hợp, suy ra ā = c là điểm bất động

của T . Giả sử rằng tồn tại b̄ ∈ X, b̄ 6= ā thỏa mãn T b̄ = b̄. Khi đó, do

0 =
1

K + 1
D(ā, T ā) < D(ā, b̄)

nên theo giả thiết, ta có

D(ā, b̄) = D(T ā, T b̄) <
1

2

(
D(ā, T ā) +D(b̄, T b̄)

)
= 0,

điều này không xảy ra. Vì vậy, điểm bất động ā của T là duy nhất.

Bây giờ, ta giả sử rằng T là ánh xạ liên tục. Lấy a0 ∈ X và định

nghĩa dãy lặp an+1 = Tan với mọi n > 0. Nếu tồn tại số tự nhiên n0 thỏa

mãn an0+1 = an0 thì an0 là một điểm bất động của T . Do đó an0 = ā, điều

này kéo theo an = ā với mọi n > n0. Vậy T
na→ ā khi n→∞. Ta giả sử

rằng an+1 6= an với mọi n ∈ N. Đặt Dn = D(an, an+1) với mọi n ∈ N. Do

1

K + 1
D(an, Tan) =

1

K + 1
D(an, an+1) < D(an, an+1), n = 0, 1, ...

nên theo giả thiết, ta có

Dn+1 = D(an+1, an+2) = D(Tan, Tan+1)

<
1

2

(
D(an, Tan) +D(an+1, Tan+1)

)
=

1

2

(
D(an, an+1) +D(an+1, an+2)

)
=

1

2

(
Dn +Dn+1

)
với mọi n ∈ N.

Từ đó suy ra Dn+1 < Dn với mọi n ∈ N. Điều này chứng tỏ {Dn} là dãy

giảm các số thực không âm, do đó nó hội tụ. Ta đặt

lim
n→∞

Dn = b > 0.

Xét trường hợp b > 0. Do tính compact của X nên dãy {an} chứa

một dãy con {ani} sao cho ani → c ∈ X khi i→∞. Bởi T là liên tục, ta
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có

0 < b = lim
i→∞

Dni = lim
i→∞

D(ani, Tani) = D(c, T c).

Do 1
K+1D(c, T c) < D(c, T c) nên suy ra

D(Tc, T 2c) <
1

2

(
D(c, T c) +D(Tc, T 2c)

)
.

Điều này chứng tỏ D(Tc, T 2c) < D(c, T c). Hơn nữa, ánh xạ T là liên tục

nên ta có

0 < b = lim
i→∞

Dni+1 = lim
i→∞

D(ani+1, ani+2) = lim
i→∞

D(Tai, T
2ai)

= D(Tc, T 2c) < D(c, T c) = b,

điều này không xảy ra. Vậy b = 0. Nếu tồn tại n0 ∈ N sao cho an0 = ā thì

an = ā với mọi n > n0. Do đó T na→ ā. Ta có thể giả sử rằng an 6= ā với

mọi n ∈ N. Bởi vì 0 = 1
K+1D(ā, T ā) < D(ā, an) với mọi n ≥ 1 nên ta có

D(ā, an+1) = D(T ā, Tan)

<
1

2

(
D(ā, T ā) +D(an, Tan)

)
=

1

2
D(an, an+1)

=
1

2
Dn với mọi n ≥ 1.

Cho n→∞ ta suy ra an = T na→ ā. Vậy T là toán tử Picard. �

Ví dụ 2.1.14. Cho X = {0, 1, 2} và hàm D : X × X → [0,+∞) được

định nghĩa bởi

D(0, 0) = D(1, 1) = D(2, 2) = 0, D(0, 1) = D(1, 0) =
1

2

D(0, 2) = D(2, 0) = 6, D(1, 2) = D(2, 1) = 5.

Xét ánh xạ T : X → X được định nghĩa bởi T0 = 0, T1 = 0 và T2 = 1.

Dễ thấy (X,D,K = 2) là không gian b−metric mạnh compact nhưng
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không là metric compact vì 6 = D(2, 0) > D(2, 1) + D(1, 0) = 11
2 . Do

đó, Định lý 2.2 của Górnicki ([16]) không áp dụng được. Tuy nhiên, ta dễ

dàng kiểm tra được T thỏa mãn các điều kiện của Định lý 2.1.13 và T có

điểm bất động duy nhất ā = 0. Hơn nữa, với mỗi a ∈ X thì T na = 0 với

mọi n > 2. Do đó T là toán tử Picard.

Hệ quả 2.1.15. Cho (X, ρ) là không gian metric compact và T : X → X

là một ánh xạ thỏa mãn

ρ(Ta, Tb) <
1

2

(
ρ(a, Ta) + ρ(b, T b)

)
với mọi a, b ∈ X sao cho 1

2ρ(a, Ta) < ρ(a, b). Khi đó, T có điểm bất động

duy nhất ā ∈ X. Hơn nữa, nếu T liên tục thì T là toán tử Picard.

Ví dụ 2.1.16. Cho X = [−4,−3]∪{0}∪ [3, 4], hàm ρ : X×X → [0,+∞)

được định nghĩa bởi ρ(a, b) = |a − b| với mọi a, b ∈ X. Ta dễ dàng thấy

rằng (X, ρ) là không gian metric compact. Xét ánh xạ T : X → X được

định nghĩa bởi

Ta =


4a+ 9

a+ 2
, nếu a ∈ [−4,−3),

0, nếu a ∈ {−3, 0, 3},
−4a+ 9

a− 2
, nếu a ∈ (3, 4],

với a ∈ X. Ta có Ta ∈ (3, 4] với mọi a ∈ [−4,−3) và Ta ∈ [−4,−3) với

mọi a ∈ (3, 4]. Do đó, T là một ánh xạ đi từ X vào chính nó và thỏa mãn

(1) T không liên tục tại a = −3 và a = 3.

(2) Nếu a < −3 thì Ta > 3 và |Ta| < |a|.
(3) Nếu a > 3 thì Ta < −3 và |Ta| < |a|.

Nếu a, b ∈ [3, 4] thì

1

2
ρ(a, Ta) =

1

2
|a− −4a+ 9

a− 2
|

=
1

2

a2 + 2a− 9

a− 2
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> 1

> |a− b| = ρ(a, b).

Tương tự, nếu a, b ∈ [−4,−3] thì 1
2ρ(a, Ta) > |a− b| = ρ(a, b).

Bây giờ, ta kiểm tra ρ(Ta, Tb) < 1
2

(
ρ(a, Ta) + ρ(b, T b)

)
là đúng nếu

(a, b) ∈ X ×X thỏa mãn một trong hai trường hợp sau:

Trường hợp 1: a = 0 và b 6= 0. Nếu b ∈ {−3, 3} thì Tb = 0. Do đó,

ρ(T0, T b) = 0 <
1

2

(
ρ(0, T0) + ρ(b, T b)

)
=

3

2
.

Nếu b > 3 hoặc b < −3 thì

ρ(T0, T b) = |Tb| < 1

2

(
|b|+ |Tb|

)
=

1

2

(
|b− Tb|

)
=

1

2

(
ρ(0, T0) + ρ(b, T b)

)
.

Vì vậy,

ρ(T0, T b) <
1

2

(
ρ(0, T0) + ρ(b, T b)

)
với mọi b 6= 0,

và

ρ(Ta, T0) <
1

2

(
ρ(a, Ta) + ρ(0, T0)

)
với mọi a 6= 0.

Trường hợp 2: a 6 −3 và b > 3. Nếu a = −3 thì

ρ(T (−3), T b) = |Tb| < 1

2

(
3 + |b− Tb|

)
=

1

2

(
ρ(−3, T (−3)) + ρ(b, T b)

)
,

với mọi b > 3. Nếu b = 3 thì

ρ(Ta, T3) = |Ta| < 1

2

(
|a− Ta|

)
<

1

2

(
ρ(a, Ta) + ρ(3, T3)

)
,

với mọi a 6 −3. Nếu a < −3 và b > 3 thì

1

2

(
ρ(a, Ta) + ρ(b, T b)

)
=

1

2
(Ta− a+ b− Tb)

=
1

2
(
4a+ 9

a+ 2
− a) +

1

2
(b+

4b− 9

b− 2
)
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>
4a+ 9

a+ 2
+

4b− 9

b− 2

= Ta− Tb = ρ(Ta, Tb).

Do đó T thỏa mãn tất cả các điều kiện trong Hệ quả 2.1.15 trừ tính liên

tục của ánh xạ T . Dễ dàng thấy rằng T có điểm bất động duy nhất ā = 0.

Hơn nữa, nếu a /∈ {−3, 0, 3} thì dãy {T na} không hội tụ đến ā = 0. Do

đó T không là toán tử Picard.

Chứng minh hoàn toàn tương tự như chứng minh Định lý 2.1.13, ta

thu được kết quả dưới đây.

Định lý 2.1.17. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh compact

và ánh xạ T : X → X thỏa mãn

D(Ta, Tb) <
1

3

(
D(a, Ta) +D(b, T b) +D(a, b)

)
với a, b ∈ X sao cho 1

K+1D(a, Ta) < D(a, b). Khi đó, T có điểm bất động

duy nhất ā ∈ X. Hơn thế, nếu T là ánh xạ liên tục thì T là toán tử Picard.

2.2. Toán tử Picard yếu cho ánh xạ Kannan-Suzuki

đa trị

Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh. Kí hiệu CB(X) là tập

hợp tất cả các tập con khác rỗng, đóng và bị chặn của X. Hàm H xác

định bởi

H(A,B) := max{sup
a∈B

d(a,A); sup
a∈A

d(a,B)},

trong đó A,B ∈ CB(X) và d(a,A) := infb∈AD(a, b) được gọi là metric

Hausdorff trên CB(X) cảm sinh bởi D.

Chứng minh tương tự như chứng minh Bổ đề 1.2.3, ta thu được.
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Bổ đề 2.2.1. Giả sử rằng (X,D,K) là không gian b−metric mạnh và

A,B ∈ CB(X). Nếu H(A,B) > 0 thì với mỗi h > 1 và a ∈ A tồn tại

b ∈ B sao cho

D(a, b) < h ·H(A,B).

Định lý 2.2.2. Cho (X,D,K) là không gian b−metric mạnh đầy đủ và

T : X → CB(X) là ánh xạ Kannan-Suzuki đa trị. Khi đó T là toán tử

Picard yếu đa trị.

Chứng minh. Lấy a0 ∈ X và ta chọn a1 ∈ Ta0.

Bước 1. Nếu H(Ta0, Ta1) = 0 thì Ta0 = Ta1. Điều đó chứng tỏ a1 là

điểm bất động T . Nếu H(Ta0, Ta1) > 0 thì theo Bổ đề 2.2.1, với mỗi

h1 > 1, tồn tại a2 ∈ Ta1 thỏa mãn

D(a1, a2) < h1H(Ta0, Ta1).

Bước 2. Nếu H(Ta1, Ta2) = 0 thì Ta1 = Ta2. Chứng tỏ a2 là điểm bất

động của T . Nếu H(Ta1, Ta2) > 0, sử dụng một lần nữa Bổ đề 2.2.1, với

mỗi h2 > 1, tồn tại a3 ∈ Ta2 thỏa mãn

D(a2, a3) < h2H(Ta1, Ta2).

.

.

.

Bước n. Cứ tiếp tục quá trình trên, nếu H(Tan−1, Tan) = 0 thì ta có

Tan−1 = Tan, suy ra an là điểm bất động của T . Nếu H(Tan−1, Tan) > 0,

theo Bổ đề 2.2.1 với mỗi hn > 1, tồn tại an+1 ∈ Tan thỏa mãn

D(an, an+1) < hnH(Tan−1, Tan).

Quá trình trên cứ thế tiếp diễn, nếu tại bước thứ k màH(Tak−1, Tak) = 0

thì ak là một điểm bất động và dãy lặp {T na} hội tụ về ak. Nếu không,
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ta thu được hai dãy {an} và {hn}n>1 thỏa mãn an ∈ Tan−1, hn > 1 và

D(an, an+1) < hnH(Tan−1, Tan), n = 1, 2, .... (2.2.1)

Từ
1

K + 1
d(an−1, Tan−1) 6

1

K + 1
D(an−1, an) 6 D(an−1, an),

với mọi n > 1, nên theo giả thiết ta có

H(Tan−1, Tan) 6 s
(
d(an−1, Tan−1) + d(an, Tan)

)
6 s

(
D(an−1, an) +D(an, an+1)

)
với n > 1.(2.2.2)

Kết hợp (2.2.1) và (2.2.2), ta có

D(an, an+1) < hns
(
D(an−1, an) +D(an, an+1)

)
, n = 1, 2, ....

Ta có thể chọn hn = k
s > 1 với s ∈ (0, k) và 0 < k < 1

2 . Khi đó, ta thu

được

Dn <
k

1− k
Dn−1, ở đây

k

1− k
< 1 và Dn = D(an, an+1), n = 1, 2, ...

Từ đó suy ra

Dn <
( k

1− k

)n
D0, với n > 1.

Do đó ∞∑
n=1

Dn 6 D0

∞∑
n=1

( k

1− k

)n
< +∞.

Theo Mệnh đề 2.1.3, {an} là một dãy Cauchy trong X. Bởi X đầy đủ nên

tồn tại ā ∈ X thỏa mãn lim
n→∞

an = ā. Tiếp theo, ta chỉ ra rằng với mọi

n > 0, hoặc là

1

K + 1
d(an, Tan) 6 D(an, ā) hoặc

1

K + 1
d(an+1, Tan+1) 6 D(an+1, ā).

(2.2.3)

Bằng phản chứng, giả sử rằng tồn tại số tự nhiên n > 0, sao cho

D(an, ā) <
1

K + 1
d(an, Tan) và D(an+1, ā) <

1

K + 1
d(an+1, Tan+1).
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Khi đó, theo bất đẳng thức tam giác, ta có

Dn = D(an, an+1) 6 D(an, ā) +KD(an+1, ā)

<
1

K + 1
d(an, Tan) +

K

K + 1
d(an+1, Tan+1)

6
1

K + 1
D(an, an+1) +

K

K + 1
D(an+1, an+2)

6 Dn.

Điều này không xảy ra. Do đó, từ (2.2.3) và giả thiết, với mỗi n > 0,

hoặc là

H(Tan, T ā) 6 s
(
d(an, Tan) + d(ā, T ā)

)
, (2.2.4)

hoặc

H(Tan+1, T ā) 6 s
(
d(an+1, Tan+1) + d(ā, T ā)

)
. (2.2.5)

Khi đó, hoặc là (2.2.4) đúng với vô hạn số tự nhiên n, hoặc (2.2.5) đúng

với vô hạn số tự nhiên n. Giả sử (2.2.4) đúng với vô hạn số tự nhiên n, ta

có thể chọn trong tập vô hạn đó dãy {nk} đơn điệu tăng ngặt. Từ đó suy

ra dãy {ank} là dãy con của dãy {an} và với mỗi k > 1, ta có

d(ā, T ā) = inf
b∈T ā

D(ā, b) 6 KD(ank+1, ā) + inf
b∈T ā

(ank+1, b)

= KD(ank+1, ā) + d(ank+1, T ā)

6 KD(ank+1, ā) +H(Tank, T ā)

6 KD(ank+1, ā) + s
(
d(ank, Tank) + d(ā, T ā)

)
.

Điều này tương đương với

d(ā, T ā) 6
K

1− s
D(ank, ā) +

s

1− s
d(ank, Tank) với mọi k ≥ 1.

Lấy giới hạn hai vế của bất đẳng thức trên khi k → ∞, ta thu được

d(ā, T ā) = 0. Điều này kéo theo ā ∈ T ā. Nếu (2.2.5) đúng với vô hạn số

tự nhiên n, chứng minh một cách hoàn toàn tương tự như trên ta suy ra

ā là điểm bất động của ánh xạ T. Vậy T là toán tử Picard yếu đa trị. �
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Ví dụ 2.2.3. Giả sử X = {1, 2, 3}, K = 3 và D : X ×X → [0,∞) được

định nghĩa bởi

D(1, 2) = 1, D(1, 3) = 4, D(2, 3) = 2 và D(1, 1) = D(2, 2) = D(3, 3) = 0.

Xét ánh xạ T : X → CB(X) được xác định bởi

T1 = {2}, T2 = {2}, T3 = {1, 2}.

Khi đó (X,D,K) là không gian b−metric mạnh đầy đủ nhưng không là

không gian metric bởi vì D(1, 3) > D(1, 2) + D(2, 3). Do đó, Định lý 7

không áp dụng được. Mặt khác, ta có

H(T1, T2) = H({2}, {2}) = D(2, 2) = 0,

H(T2, T3) = H({2}, {1, 2}) = D(2, 2) = 0,

H(T1, T3) = H({2}, {1, 2}) = D(2, 2) = 0.

Dễ dàng kiểm tra được T thỏa mãn tất cả các điều kiện của Định lý 2.2.2 và

T là toán tử Picard yếu đa trị.
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2.3. Kết luận chương 2

Chương 2 của luận án đạt được các kết quả sau:

• Thiết lập Định lý 2.1.4, Định lý 2.1.6 là các mở rộng thực sự của

Định lý 4 và Định lý 5.

• Thiết lập Định lý 2.1.8, Hệ quả 2.1.9, Định lý 2.1.11 là các điều kiện

đủ để ánh xạ là toán tử Picard trong không gian b−metric mạnh đầy đủ.

• Thiết lập Định lý 2.1.13 là các điều kiện đủ để ánh xạ là toán tử

Picard trong không gian b−metric mạnh compact. Kết quả này là mở rộng

kết quả của J. Górnicki [16].

• Thiết lập Định lý 2.2.2 là điều kiện đủ để ánh xạ là toán tử Picard

yếu đa trị trong không gian b−metric mạnh đầy đủ. Kết quả của chúng

tôi là mở rộng kết quả của L. S. Dube và S. P. Singh [10].
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Chương 3

Toán tử Picard và bổ sung đủ đối

với không gian b-TVS metric nón

mạnh

Trong chương này, chúng tôi giới thiệu không gian b-TVS metric nón

mạnh. Sau đó, chúng tôi mở rộng kết quả của Sh. Rezapour và R. Haml-

barani [41] trong không gian này. Phần cuối chương, dành để thiết lập

Nguyên lý bổ sung đủ của không gian b-TVS metric nón mạnh. Nội dung

chính của chương được viết dựa trên các bài báo [A3] và [A5] trong danh

mục các công trình liên quan đến luận án.

3.1. Tính chất lân cận của nón

Định nghĩa 3.1.1. [21] Cho E là không gian vectơ tôpô lồi địa phương

Hausdorff thực, θ là vectơ gốc của E và C ⊂ E. Ta nói, tập C là nón của

E nếu:

(i) C là tập đóng, khác rỗng, C 6= {θ};
(ii) ax+ by ∈ C với mọi x, y ∈ C, a, b là các số thực không âm;

(iii) C ∩ (−C) = {θ}.
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Định nghĩa 3.1.2. [21] Cho E là không gian vectơ tôpô lồi địa phương

Hausdorff thực và nón C ⊂ E với phần trong khác rỗng. Ta định nghĩa

quan hệ thứ tự bộ phận � trên E sinh bởi nón C như sau

x, y ∈ E : x � y nếu y − x ∈ C.

Nếu x � y và x 6= y thì ta viết x ≺ y. Nếu y−x ∈ intC thì ta viết x� y.

Trong các phần tiếp theo, ta luôn giả sử E là không gian vectơ tôpô

lồi địa phương Hausdorff thực và � là quan hệ thứ tự bộ phận trên E sinh

bởi nón C có phần trong khác rỗng. Từ định nghĩa của nón C và quan hệ

thứ tự bộ phận trên E, ta dễ dàng chứng minh được một số tính chất sau.

Mệnh đề 3.1.3. Cho C là một nón trong E. Khi đó

(i) C + C = C;

(ii) intC + C = intC;

(iii) intC + intC = intC;

(iv) Với mọi a ∈ intC và β > 0 thì βa ∈ intC.

Mệnh đề 3.1.4. Cho C là một nón trong E. Khi đó

(i) Nếu a � b và c � d thì a+ c � b+ d với mọi a, b, c, d ∈ E;

(ii) Nếu a � b và c� d thì a+ c� b+ d với mọi a, b, c, d ∈ E;

(iii) Nếu a� b và c� d thì a+ c� b+ d với mọi a, b, c, d ∈ E;

(iv) Nếu a � λa, a ∈ C và 0 6 λ < 1 thì a = θ.

Mệnh đề 3.1.5. Cho C là một nón trong E. Khi đó

(i) Nếu a � b và b� c thì a� c với mọi a, b, c ∈ E;

(ii) Nếu a� b và b � c thì a� c với mọi a, b, c ∈ E;

(iii) Nếu a� b và b� c thì a� b với mọi a, b, c ∈ E.

Mệnh đề 3.1.6. [1] Giả sử e ∈ intC, θ � an và lim
n→∞

an = θ. Khi đó, tồn

tại N ∈ N sao cho an � e với mọi n > N.
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Định nghĩa 3.1.7. [25] Cho C là một nón trong E. Ta nói rằng nón C

thỏa mãn tính chất lân cận nếu với mỗi lân cận U của θ trong E có một

lân cận V của θ trong E sao cho

(V + C) ∩ (V − C) ⊂ U.

Định nghĩa 3.1.8. [25] Cho C là một nón trong E. Ta nói rằng B ⊆ E

là tập sinh của nón C và viết C = cone(B) nếu

C =
{
tb : b ∈ B, t > 0

}
.

Nếu B không chứa điểm gốc θ và mỗi c ∈ C\{θ} đều tồn tại duy nhất

b ∈ B, t > 0 sao cho c = tb thì B được gọi là cơ sở của nón C.

Nhận xét 3.1.9. Nếu nón C có một cơ sở lồi, đóng và bị chặn thì nón C

thỏa mãn tính chất lân cận (xem Mệnh đề 1.8 trong [25]).

Ví dụ 3.1.10. Cho E = R, C = R+. Khi đó C thỏa mãn tính chất lân

cận.

Mệnh đề 3.1.11. Giả sử rằng nón C thỏa mãn tính chất lân cận. Khi đó

với mỗi lân cận U của θ trong E, tồn tại phần tử e ∈ E, θ � e sao cho

C ∩ (e− C) ⊂ U.

Chứng minh. Do C thỏa mãn tính chất lân cận nên theo Định nghĩa 3.1.7

tồn tại một lân cận V của θ trong E sao cho

(V + C) ∩ (V − C) ⊂ U.

Vì intC 6= ∅ nên ta có thể chọn a ∈ E, θ � a. Từ lim
n→∞

1
na = θ suy ra tồn

tại số n0 sao cho
1

n
a ∈ V với mọi n > n0.

Đặt e = 1
n0
a. Khi đó e ∈ E, θ � e và

C ∩ (e− C) ⊂ (V + C) ∩ (V − C) ⊂ U.

Mệnh đề được chứng minh. �
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Bổ đề 3.1.12. Giả sử nón C thỏa mãn tính chất lân cận trong không gian

vectơ tôpô lồi địa phương Hausdorff thực E. Cho {un}, {vn}, {an} là các

dãy trong E sao cho an � un � vn với mọi n > 1 và

lim
n→∞

vn = lim
n→∞

an = θ.

Khi đó lim
n→∞

un = θ.

Chứng minh. Giả sử U là một lân cận bất kỳ của θ trong E. Vì nón C

thỏa mãn tính chất lân cận nên tồn tại một lân cận V của θ trong E sao

cho

(V + C) ∩ (V − C) ⊂ U.

Do lim
n→∞

vn = lim
n→∞

an = θ nên tồn tại n0 sao cho vn, an ∈ V với mọi n > n0.

Mặt khác, vì an � un � vn với mọi n > 1 nên ta có

un ∈ (an + C) ∩ (vn − C)

với mọi n > 1. Điều đó chứng tỏ un ∈ (V +C)∩ (V −C) với mọi n > n0.

Do đó, un ∈ U với mọi n > n0. Vì vậy lim
n→∞

un = θ. �

Ví dụ 3.1.13. Giả sử E = C1
[0,1] với chuẩn

‖f‖ = ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞,

và nón C = {f ∈ E : f(t) > 0,∀t ∈ [0, 1]}. Khi đó nón C không thỏa mãn

tính chất lân cận. Thật vậy, xét fn(t) = tn

n và gn(t) = 1
n với mọi t ∈ [0, 1].

Khi đó θ � fn � gn với mọi n và lim
n→∞

gn = θ. Mặt khác, ta có

‖fn‖ = max
t∈[0,1]

tn

n
+ max

t∈[0,1]
tn−1 = 1 +

1

n
> 1 với mọi n > 1.

Do đó fn không hội tụ đến θ. Theo Bổ đề 3.1.12, suy ra nón C không có

tính chất lân cận.
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3.2. Không gian b-TVS metric nón mạnh

Định nghĩa 3.2.1. Cho X là một tập khác rỗng và K > 1. Ánh xạ

ρ : X ×X → E được gọi là một b-TVS metric nón mạnh trên X nếu

(d1) θ � ρ(a, b) với mọi a, b ∈ X
và ρ(a, b) = θ nếu và chỉ nếu a = b;

(d2) ρ(a, b) = ρ(b, a) với mọi a, b ∈ X;

(d3) ρ(a, b) � ρ(a, c) +Kρ(c, b) với mọi a, b, c ∈ X.
Khi đó (X,E,C,K, ρ) được gọi là một không gian b-TVS metric nón mạnh.

Định nghĩa 3.2.2. Cho (X,E,C,K, ρ) là không gian b-TVS metric nón

mạnh và {an} là một dãy các phần tử của X. Ta nói rằng

(i) a là giới hạn của dãy {an} nếu với mọi e ∈ E, θ � e, tồn tại số

tự nhiên n0 sao cho ρ(an, a)� e với mọi n > n0. Kí hiệu là an → a hoặc

lim
n→∞

an = a.

(ii) {an} là dãy Cauchy nếu với mọi e ∈ E, θ � e, tồn tại số tự nhiên

n0 sao cho ρ(an, am)� e với mọi n,m > n0.

(iii) Nếu mọi dãy Cauchy là hội tụ trong X thì (X,E,C,K, ρ) được

gọi là không gian b-TVS metric nón mạnh đầy đủ.

Tiếp theo, chúng tôi chứng minh một số tính chất trong không gian

b-TVS metric nón mạnh với thứ tự sinh bởi nón C trong không gian vectơ

tôpô lồi địa phương Hausdorff thực E.

Bổ đề 3.2.3. Cho (X,E,C,K, ρ) là không gian b-TVS metric nón mạnh

và {an} là một dãy các phần tử của X. Khi đó, ta có:

(i) Nếu {an} hội tụ đến a ∈ X thì {an} là dãy Cauchy.

(ii) Nếu {an} hội tụ đến a ∈ X và {an} hội tụ đến b ∈ X thì a = b.

Chứng minh. (i) Giả sử lim
n→∞

an = a ∈ X. Khi đó, với mỗi e ∈ E, θ � e
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tồn tại số tự nhiên n0 sao cho

ρ(an, a)� e

2
và ρ(am, a)� e

2K
với mọi n,m > n0.

Khi đó, ta có

ρ(an, am) � ρ(an, a) +Kρ(am, a)� e với mọi n,m > n0.

Vậy {an} là một dãy Cauchy.

(ii) Giả sử e ∈ E, θ � e. Vì lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

an = b nên với mỗi

k > 1, tồn tại số tự nhiên n0 sao cho

ρ(an, a)� e

2k
và ρ(an, b)�

e

2kK
với mọi n > n0.

Khi đó,

ρ(a, b) � ρ(an, a) +Kρ(an, b)�
e

k
với mọi n > n0.

Điều đó chứng tỏ

e

k
− ρ(a, b) ∈ C với mọi k > 1.

Cho k → ∞ và do C đóng nên ta có −ρ(a, b) ∈ C. Vậy ρ(a, b) = θ hay

a = b. Bổ đề được chứng minh. �

Bổ đề 3.2.4. Cho (X,E,C,K, ρ) là không gian b-TVS metric nón mạnh,

nón C thỏa mãn tính chất lân cận và {an}, {bn} là hai dãy trong X. Khi

đó

(i) lim
n→∞

an = a ∈ X nếu và chỉ nếu lim
n→∞

ρ(an, a) = θ.

(ii) {an} là một dãy Cauchy nếu và chỉ nếu lim
n,m→∞

ρ(an, am) = θ.

(iii) Nếu lim
n→∞

an = a ∈ X và lim
n→∞

bn = b ∈ X thì

lim
n→∞

ρ(an, bn) = ρ(a, b).
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Chứng minh. (i) Giả sử lim
n→∞

an = a ∈ X. Với U là một lân cận tùy ý của

θ trong E. Do C có tính chất lân cận nên theo Mệnh đề 3.1.11, tồn tại

e ∈ E, θ � e sao cho

C ∩ (e− C) ⊂ U.

Vì lim
n→∞

an = a ∈ X nên tồn tại số tự nhiên n0 sao cho

ρ(an, a)� e với mọi n > n0.

Từ đó suy ra

ρ(an, a) ∈ e− intC ⊂ e− C với mọi n > n0.

Do đó

ρ(an, a) ∈ C ∩ (e− C) với mọi n > n0.

Vậy ρ(an, a) ∈ U với mọi n > n0. Từ đó suy ra lim
n→∞

ρ(an, a) = θ.

Ngược lại, giả sử lim
n→∞

ρ(an, a) = θ. Với mọi e ∈ E, θ � e, khi đó tồn

tại một lân cận U của θ trong E sao cho

e− U ⊂ intC.

Vì lim
n→∞

ρ(an, a) = θ nên tồn tại số tự nhiên n0 sao cho

ρ(an, a) ∈ U với mọi n > n0.

Điều này chứng tỏ

e− ρ(an, a) ∈ intC với mọi n > n0.

Từ đó suy ra ρ(an, a)� e với mọi n > n0. Do đó lim
n→∞

an = a.

(ii) Giả sử {an} là một dãy Cauchy. Cho U là một lân cận của θ trong

E. Từ Mệnh đề 3.1.11, tồn tại e ∈ E, θ � e sao cho

C ∩ (e− C) ⊂ U.
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Vì {an} là dãy Cauchy nên tồn tại số tự nhiên n0 sao cho

ρ(an, am)� e với mọi n,m > n0.

Kéo theo

ρ(an, am) ∈ e− intC ⊂ e− C với mọi n,m > n0.

Do đó

ρ(an, am) ∈ C ∩ (e− C) với mọi n,m > n0.

Vậy ρ(an, am) ∈ U với mọi n,m > n0. Nghĩa là lim
n,m→∞

ρ(an, am) = θ.

Ngược lại, giả sử lim
n,m→∞

ρ(an, am) = θ. Với e ∈ E, θ � e. Khi đó, tồn

tại một lân cận U của θ trong E sao cho

e− U ⊂ intC.

Từ lim
n,m→∞

ρ(an, am) = θ nên tồn tại số tự nhiên n0 sao cho

ρ(an, am) ∈ U với mọi n,m > n0.

Kéo theo

e− ρ(an, am) ∈ intC với mọi n,m > n0.

Điều đó chứng tỏ ρ(an, am) � e với mọi n,m > n0. Do đó {an} là một

dãy Cauchy.

(iii) Ta có,

ρ(an, bn) � Kρ(an, a) + ρ(a, b) +Kρ(bn, b),

ρ(a, b) � Kρ(an, a) + ρ(an, bn) +Kρ(bn, b) với mọi n > 1.

Kéo theo

−K
(
ρ(an, a) + ρ(bn, b)

)
� ρ(a, b)− ρ(an, bn) � K

(
ρ(an, a) + ρ(bn, b)

)
với mọi n > 1. Từ lim

n→∞

(
ρ(an, a) + ρ(bn, b)

)
= θ và bởi Bổ đề 3.1.12, ta có

lim
n→∞

(
ρ(a, b)− ρ(an, bn)

)
= θ.

Do đó lim
n→∞

ρ(an, bn) = ρ(a, b). �
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Nhận xét 3.2.5. Chú ý rằng trong [21], Bổ đề 3.2.4 được chứng minh

dưới điều kiện C là nón chuẩn tắc trong không gian Banach, ở đây chúng

tôi giả thiết C là nón thỏa mãn tính chất lân cận trong không gian lồi địa

phương Hausdorff thực. Ví dụ sau cho thấy Bổ đề 3.2.4 không còn đúng

nếu nón C không có tính chất lân cận trong E.

Ví dụ 3.2.6. Giả sử E = C1
[0,1] với chuẩn

‖f‖ = ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞.

Xét nón C = {f ∈ E : f(t) > 0 với mọi t ∈ [0, 1]}. Khi đó nón C không

có tính chất lân cận (xem Ví dụ 3.1.13).

Giả sử X = {0, 1
n : n > 1} và ρ : X ×X → E được xác định bởi

ρ(a, b) =


θ, nếu a = b,

|fn − fm|, nếu a 6= b ∈ { 1
n ,

1
m},

fn, nếu a 6= b ∈ { 1
n , 0},

ở đây fn(t) = tn

n với mọi t ∈ [0, 1] và n > 1.

Dễ dàng kiểm tra được d là b-TVS metric nón mạnh trênX vớiK = 1

và (X,E,C,K = 1, ρ) là không gian b-TVS metric nón mạnh. Hơn nữa,

ta có

ρ
(1

n
, 0
)

= fn �
IE
n

với mọi n > 1,

ở đây IE ∈ E bởi IE(t) = t với t ∈ [0, 1]. Từ lim
n→∞

IE
n = θ, theo Mệnh đề 3.1.6,

với mọi e ∈ E, θ � e, tồn tại số tự nhiên n0 sao cho

IE
n
� e với mọi n > n0.

Vì vậy, ρ( 1
n , 0)� e với mọi n > n0. Do đó lim

n→∞
1
n = 0. Mặt khác, ta có

‖ρ(
1

n
, 0)−θ‖ = ‖fn−θ‖ = max

t∈[0,1]

tn

n
+ max
t∈[0,1]

tn−1 = 1+
1

n
> 1 với mọi n > 1.

Do đó ρ( 1
n , 0) không hội tụ đến θ trong E. Vậy Bổ đề 3.2.4(i) không còn

đúng.
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3.3. Toán tử Picard trong không gian b-TVS metric

nón mạnh

Định lý 3.3.1. Cho (X,E,C,K, ρ) là không gian b-TVS metric nón mạnh

đầy đủ và ánh xạ T : X → X. Giả sử tồn tại s ∈ [0, 1) thỏa mãn

ρ(Ta, Tb) � sρ(a, b) với mọi a, b ∈ X.

Khi đó, T là toán tử Picard.

Chứng minh. Chọn a0 ∈ X, ta định nghĩa dãy {an} trong X bởi công

thức an+1 = Tan với mọi n > 0. Đặt ρn = ρ(an, an+1) với mọi n > 0. Theo

giả thiết, ta có

ρn+1 = ρ(an+1, an+2) = ρ(Tan, Tan+1)

� sρ(an, an+1) = sρn,

với mọi n > 0. Suy ra

ρn+1 � sρn, n = 0, 1, ....

Điều đó kéo theo

ρn � snρ0, n = 1, 2, ....

Với m > n, ta có

ρ(an, am) � Kρ(an, an+1) + ...+Kρ(am−2, am−1) + ρ(am−1, am)

= Kρn +Kρn+1 + ...+Kρm−2 + ρm−1

� K(snρ0 + sn+1ρ0 + ...+ sm−2ρ0) + sm−1ρ0

= K(1 + s+ s2 + ...+ sm−n−2)snρ0 + sm−1ρ0

� K

1− s
snρ0 + sm−1ρ0.

Đặt A(n,m) := K
1−ss

nρ0 + sm−1ρ0 với m,n > 1. Khi đó

A(n,m) − ρ(an, am) ∈ C với m,n > 1.
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Với e ∈ E, θ � e tùy ý, khi đó tồn tại lân cận U của θ trong E sao cho

e− U ⊂ intC. Vì lim
m,n→∞

A(n,m) = θ nên tồn tại số tự nhiên n0 sao cho

A(n,m) ∈ U với mọi m,n > n0.

Điều này kéo theo

e− A(n,m) ∈ e− U ⊂ intC với mọi m,n > n0.

Từ đó suy ra

e− ρ(an, am) = (e− A(n,m)) + (A(n,m) − ρ(an, am))

∈ intC + C = intC với mọi m,n > n0.

Điều đó chứng tỏ

ρ(an, am)� e với mọi m,n > n0.

Suy ra {an} là một dãy Cauchy trong X. Vì X đầy đủ nên tồn tại ā ∈ X
sao cho lim

n→∞
an = ā. Tiếp theo ta chỉ ra rằng ā là điểm bất động của T.

Thật vậy, vì lim
n→∞

an = ā nên với mỗi k > 1, tồn tại số tự nhiên nk

sao cho

ρ(an, ā)� e

2ks
và ρ(an+1, ā)� e

2kK
,

với mọi n ≥ nk. Khi đó, ta có

ρ(T ā, ā) � ρ(T ā, Tan) +Kρ(Tan, ā)

� sρ(ā, an) +Kρ(an+1, ā)� e

k
,

với mọi n > nk. Do đó e
k − ρ(T ā, ā) ∈ C với mọi k > 1. Mặt khác, do

e
k → 0 khi k → ∞ và C đóng nên ta có −ρ(T ā, ā) ∈ C. Điều này chứng

tỏ ρ(T ā, ā) = θ hay T ā = ā. Vì vậy, ā là điểm bất động của T.

Giả sử b̄ cũng là điểm bất động của T. Khi đó, ta có

ρ(ā, b̄) = ρ(T ā, T b̄) � sρ(ā, b̄).
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Từ đó suy ra ā = b̄. Vậy T có điểm bất động duy nhất. Do đó, T là toán

tử Picard. �

Ví dụ 3.3.2. Cho X = {0, 1, 2}, E = R2 và

C = {(a, b) ∈ E : a > 0, b > 0}.

Hàm d : X ×X → E được định nghĩa bởi

ρ(a, a) = θ với a ∈ X, ρ(a, b) = ρ(b, a) với mọi a, b ∈ X

và

ρ(0, 1) = (4, 4), ρ(0, 2) = ρ(1, 2) = (1, 1).

Xét ánh xạ T : X → X xác định bởi T1 = T2 = T0 = 0. Rõ ràng

(X,E,C,K = 3, ρ) là không gian b-TVS metric nón mạnh đầy đủ nhưng

không là không gian metric nón vì

ρ(0, 2) + ρ(2, 1) = (2, 2) � (4, 4) = ρ(0, 1).

Do đó, Định lý 2.3 trong [41] không áp dụng được. Tuy nhiên, dễ dàng

kiểm tra được tất cả các giả thiết của Định lý 3.3.1 thỏa mãn và T là toán

tử Picard.

Định lý 3.3.3. Cho (X,E,C,K, ρ) là không gian b-TVS metric nón mạnh

đầy đủ và ánh xạ T : X → X. Giả sử tồn tại s ∈ [0, 1
2) thỏa mãn

ρ(Ta, Tb) � s
(
ρ(a, Ta) + ρ(b, T b)

)
với mọi a, b ∈ X.

Khi đó, T là toán tử Picard.

Chứng minh. Lấy a0 ∈ X, ta xây dựng dãy lặp {an} trong X bởi công

thức an+1 = Tan với mọi n > 0. Đặt ρn = ρ(an, an+1) với mọi n > 0. Theo

giả thiết, với mọi n > 0 ta có

ρn+1 = ρ(an+1, an+2) = ρ(Tan, Tan+1)
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� s
(
ρ(an, Tan) + ρ(an+1, Tan+1)

)
= s

(
ρ(an, an+1) + ρ(an+1, an+2)

)
= s
(
ρn + ρn+1

)
.

Suy ra

ρn+1 �
s

1− s
ρn = hρn với n > 0, ở đây h =

s

1− s
∈ [0, 1).

Điều đó chứng tỏ rằng

ρn � hnρ0 với mọi n > 1.

Với m,n > 1, ta có

ρ(am, an) = ρ(Tam−1, Tan−1)

� s
(
ρ(am−1, Tam−1) + ρ(an−1, Tan−1)

)
= s

(
ρ(am−1, am) + ρ(an−1, an)

)
� s

(
ρm−1 + ρn−1

)
.

Đặt B(m,n) := s(ρm−1 + ρn−1) với m,n > 1. Khi đó

B(m,n) − ρ(am, an) ∈ C với mọi m,n ≥ 1.

Với e ∈ E, θ � e tùy ý, khi đó tồn tại lân cận U của θ trong E sao cho

e− U ⊂ intC. Vì lim
m,n→∞

B(n,m) = θ nên tồn tại số tự nhiên n0 sao cho

B(n,m) ∈ U với mọi m,n > n0.

Điều này kéo theo

e−B(n,m) ∈ e− U ⊂ intC với mọi m,n > n0.

Từ đó suy ra

e− ρ(an, am) = (e−B(m,n)) + (B(m,n) − ρ(am, an))

∈ intC + C = intC với mọi m,n > n0.
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Điều đó chứng tỏ

ρ(am, an)� e với mọi m,n > n0.

Suy ra {an} là một dãy Cauchy trong X. Vì X đầy đủ nên tồn tại ā ∈ X
sao cho lim

n→∞
an = ā.

Tiếp theo ta chỉ ra rằng ā là điểm bất động của T. Thật vậy, vì

lim
n→∞

an = ā nên với mỗi k > 1, tồn tại số dương nk sao cho

ρ(an, an+1)�
e(1− s)

2ks
và ρ(an+1, ā)� e(1− s)

2kK
,

với mọi n > nk. Khi đó, ta có

ρ(T ā, ā) � ρ(T ā, Tan) +Kρ(Tan, ā)

� s
(
ρ(ā, T ā) + ρ(an, Tan)

)
+Kρ(Tan, ā),

với mọi n > 0. Từ đó suy ra

ρ(T ā, ā) � 1

1− s
(
sρ(an, an+1) +Kρ(an+1, ā)

)
� e

2k
+

e

2k
=
e

k
,

với mọi n > nk. Do đó, e
k − ρ(T ā, ā) ∈ C với mọi k > 1. Mặt khác, do

e
k → 0 khi k → ∞ và C đóng nên ta có −ρ(T ā, ā) ∈ C. Điều này chứng

tỏ ρ(T ā, ā) = θ hay T ā = ā. Vì vậy, ā là điểm bất động của T.

Giả sử b̄ cũng là điểm bất động của T. Khi đó, ta có

ρ(ā, b̄) = ρ(T ā, T b̄) � s
(
ρ(ā, T ā) + ρ(b̄, T b̄)

)
= θ.

Điều này kéo theo ā = b̄. Vậy T là toán tử Picard. �

Ví dụ 3.3.4. Cho X = {0, 2, 3}, E = R2 và

C = {(a, b) ∈ E : a > 0, b > 0}.
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Hàm d : X ×X → E được định nghĩa bởi

ρ(a, a) = θ = (0, 0) với a ∈ X,

ρ(3, 0) = ρ(0, 3) = (3, 3), ρ(2, 0) = ρ(0, 2) = ρ(2, 3) = ρ(3, 2) = (1, 1).

Xét ánh xạ T : X → X xác định bởi T0 = T2 = T3 = 0. Rõ ràng

(X,E,C,K = 2, ρ) là không gian b-TVS metric nón mạnh đầy đủ nhưng

không là không gian metric nón vì

ρ(0, 2) + ρ(2, 3) = (2, 2) � (3, 3) = ρ(0, 3).

Do đó, Định lý 2.6 trong [41] không áp dụng được. Tuy nhiên, dễ dàng

kiểm tra được tất cả các giả thiết của Định lý 3.3.3 thỏa mãn và T là toán

tử Picard.

3.4. Bổ sung đủ của không gian b-TVS metric nón

mạnh

Định nghĩa 3.4.1. Cho (X,E,C,K, ρ) là không gian b-TVS metric nón

mạnh. Với a0 ∈ X và e ∈ E, θ � e, tập con

B(a0, e) := {a ∈ X : ρ(a0, a)� e}

của X được gọi là hình cầu mở tâm a0 bán kính e. Ta nói rằng:

(i) Một tập A ⊂ X là mở nếu với mỗi a ∈ A, tồn tại ea ∈ E, θ � ea

sao cho B(a, ea) ⊂ A. Một tập B ⊂ X là đóng nếu phần bù của nó là tập

mở.

(ii) Giao của tất cả các tập đóng chứa A là bao đóng của A, kí hiệu

là Ā. Tập A được gọi là trù mật trong X nếu Ā = X.

Nhận xét 3.4.2. Nếu (X,E,C,K, ρ) là không gian b-TVS metric nón

mạnh. Khi đó các khẳng định sau đây là đúng:
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(i) Tập ∅ và cả không gian X là các tập mở và cũng là các tập đóng.

(ii) Hình cầu mở B(a0, e) là tập mở, hình cầu đóng B̄(a0, e) là tập

đóng, ở đây B̄(a0, e) := {a ∈ X : ρ(a0, a) � e}, e ∈ E, θ � e, a0 ∈ X.

(iii) Hợp của các tập mở là mở, giao của các tập đóng là đóng.

(iv) Giao của một số hữu hạn các tập mở là mở, hợp của một số hữu

hạn các tập đóng là đóng.

Mệnh đề 3.4.3. Dãy các phần tử {an} của X là hội tụ đến a trong

(X,E,C,K, ρ) nếu và chỉ nếu mọi tập mở W chứa a, tồn tại số tự nhiên

n0 sao cho an ∈ W với mọi n > n0.

Chứng minh. Giả sử lim
n→∞

an = a và W là một tập mở chứa a. Khi đó,

tồn tại e ∈ E, θ � e sao cho B(a, e) ⊂ W . Do lim
n→∞

an = a nên tồn tại số

tự nhiên n0 sao cho ρ(a, an) � e với mọi n > n0. Do đó an ∈ W với mọi

n > n0.

Ngược lại, với mọi e ∈ E, θ � e, hình cầu B(a, e) là tập mở chứa a.

Theo giả thiết, tồn tại số tự nhiên n0 sao cho an ∈ B(a, e) với mọi n > n0.

Do đó ρ(a, an)� e với mọi n > n0. Vậy lim
n→∞

an = a. �

Mệnh đề 3.4.4. Cho A là một tập con của không gian b-TVS metric

nón mạnh (X,E,C,K, ρ). Khi đó, a ∈ Ā nếu và chỉ nếu tồn tại một dãy

{an} ⊂ A sao cho lim
n→∞

an = a.

Chứng minh. Giả sử a ∈ Ā. Khi đó với mỗi n > 1, e ∈ E, θ � e, ta có

B(a,
e

n
) ∩ A 6= ∅.

Với mỗi n > 1, ta chọn an ∈ B(a, en)∩A. Điều này chứng tỏ {an} ⊂ A và

lim
n→∞

an = a. Ngược lại, giả sử tồn tại dãy {an} ⊂ A sao cho lim
n→∞

an = a.

Ta chỉ ra a ∈ Ā. Thật vậy, bằng phủ định, giả sử a ∈ X\Ā. Vì X\Ā là

tập mở, khi đó tồn tại số tự nhiên n0 sao cho an ∈ X\Ā với mọi n > n0.

Điều này mâu thuẫn với {an} ⊂ A. �
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Mệnh đề 3.4.5. Cho A là tập con của không gian b-TVS metric nón

mạnh (X,E,C,K, ρ). Khi đó A là tập trù mật trong X nếu và chỉ nếu với

mỗi a ∈ X và e ∈ E, θ � e, tồn tại b ∈ A sao cho ρ(a, b)� e.

Chứng minh. Giả sử A là trù mật trong X. Cho a ∈ X và e ∈ E, θ � e,

từ Bổ đề 3.4.4, tồn tại dãy {an} ⊂ A sao cho lim
n→∞

an = a. Điều này chứng

tỏ, tồn tại số tự nhiên n0 sao cho ρ(a, an)� e với mọi n > n0. Đặt b = an0.

Khi đó, ta có ρ(a, b)� e.

Ngược lại, giả sử a ∈ X và θ � e. Với mỗi n > 1, tồn tại bn ∈ A sao

cho ρ(bn, a) � e
n . Chứng tỏ {bn} ⊂ A sao cho lim

n→∞
bn = a. Do đó a ∈ Ā

và A là trù mật trong X. �

Định nghĩa 3.4.6. (i) Ánh xạ f : X → Y từ một không gian b-TVS

metric nón mạnh (X,E,C,K, ρ) đến một không gian b-TVS metric nón

mạnh (Y,E,C,K ′, ρ′) được gọi là phép đẳng cự nếu

ρ′(f(a), f(b)) = ρ(a, b) với mọi a, b ∈ X.

(ii) Một không gian b-TVS metric nón mạnh đầy đủ (X∗, E, C,K∗, ρ∗) được

gọi là bổ sung đủ của không gian b-TVS metric nón mạnh (X,E,C,K, ρ)

nếu tồn tại một phép đẳng cự f : X → X∗ sao cho f(X) = X∗.

Định lý 3.4.7. Cho (X,E,C,K, ρ) là một không gian b-TVS metric nón

mạnh và nón C thỏa tính chất lân cận trong không gian vectơ tôpô lồi địa

phương Hausdorff thực E đầy đủ. Khi đó

(i) (X,E,C,K, ρ) có bổ sung đủ;

(ii) Bổ sung đủ của (X,E,C,K, ρ) là duy nhất theo nghĩa là nếu

(X∗1 , E, C,K1, ρ
∗
1) và (X∗2 , E, C,K2, ρ

∗
2) là hai bổ sung đủ của (X,E,C,K, ρ)

thì tồn tại một song ánh đẳng cự φ : X∗1 → X∗2 đồng nhất trên X.

Chứng minh. (i) Ký hiệu S là tập tất cả các dãy Cauchy trong không gian

(X,E,C,K, ρ). Ta định nghĩa một quan hệ ∼ trên S như sau:
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Với {an}, {bn} ∈ S, ta nói {an} ∼ {bn} nếu lim
n→∞

ρ(an, bn) = θ. Dễ

dàng kiểm tra được quan hệ ∼ là quan hệ tương đương trên S. Gọi

X∗ = {a∗ = [{an}] : {an} ∈ S},

ở đây a∗ = [{an}] là lớp tương đương của {an} dưới quan hệ tương đương

∼ và định nghĩa hàm ρ∗ : X∗ ×X∗ → E bởi

ρ∗(a∗, b∗) = lim
n→∞

ρ(an, bn).

Trước tiên, ta chỉ ra rằng lim
n→∞

ρ(an, bn) tồn tại. Thật vậy, với mỗi n,m ta

có

ρ(an, bn) � Kρ(an, am) + ρ(am, bn)

� Kρ(an, am) + ρ(am, bm) +Kρ(bm, bn).

Điều này chứng tỏ

ρ(an, bn)− ρ(am, bm) � Kρ(an, am) +Kρ(bm, bn) với mọi n,m.

Tương tự, ta có

ρ(am, bm)− ρ(an, bn) � Kρ(an, am) +Kρ(bm, bn) với mọi n,m.

Vì vậy

−K
(
ρ(an, am)+ρ(bm, bn)

)
� ρ(an, bn)−ρ(am, bm) � K

(
ρ(an, am)+ρ(bm, bn)

)
,

với mọi n,m. Hơn nữa, do

lim
n,m→∞

−K
(
ρ(an, am) + ρ(bm, bn)

)
= lim

n,m→∞
K
(
ρ(an, am) + ρ(bm, bn)

)
= θ,

nên từ Bổ đề 3.1.12, ta có

lim
n,m→∞

(
ρ(an, bn)− ρ(am, bm)

)
= θ.
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Do đó, {ρ(an, bn)} là một dãy Cauchy trong E. Vì E là đầy đủ nên

lim
n→∞

ρ(an, bn) tồn tại. Tiếp theo, ta chỉ ra rằng ρ∗ là xác định. Thật vậy,

nếu {an} ∼ {cn} và {bn} ∼ {vn} thì

lim
n→∞

ρ(an, cn) = lim
n→∞

ρ(bn, vn) = θ.

Từ quan hệ

ρ(an, bn) � Kρ(an, cn) + ρ(cn, vn) +Kρ(vn, bn)

và quan hệ

ρ(cn, vn) � Kρ(cn, an) + ρ(an, bn) +Kρ(bn, vn),

xảy ra với mọi n > 1, nên ta có

−K
(
ρ(an, cn)+ρ(vn, bn)

)
� ρ(an, bn)−ρ(cn, vn) � K

(
ρ(an, cn)+ρ(vn, bn)

)
,

với mọi n > 1. Từ Bổ đề 3.1.12, ta có

lim
n→∞

ρ(an, bn) = lim
n→∞

ρ(cn, vn).

Vậy hàm ρ∗ là xác định. Ta chứng minh ρ∗ là b-TVS metric nón mạnh trên

X∗. Từ tính đóng của C và θ � ρ(an, bn) với mọi n, suy ra

θ � lim
n→∞

ρ(an, bn) = ρ∗(a∗, b∗).

Nếu ρ∗(a∗, b∗) = θ thì lim
n→∞

ρ(an, bn) = θ. Điều này tương đương với

{an} ∼ {bn} và do đó a∗ = b∗. Vì ρ(an, bn) = ρ(bn, an) với mọi n nên ta

có ρ∗(a∗, b∗) = ρ∗(b∗, a∗). Cuối cùng

ρ∗(a∗, b∗) = lim
n→∞

ρ(an, bn)

� lim
n→∞

ρ(an, cn) +K lim
n→∞

ρ(cn, bn)

= ρ∗(a∗, c∗) +Kρ∗(c∗, b∗),
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ở đây {an} ∈ a∗, {bn} ∈ b∗ và {cn} ∈ c∗. Vì vậy, ρ∗ là b-TVS metric nón

mạnh trên X∗.

Với mỗi a ∈ X, ta đặt f(a) = [{a, a, ...}] ∈ X∗. Từ

ρ∗(f(a), f(b)) = lim
n→∞

ρ(a, b) = ρ(a, b) với mọi a, b ∈ X,

nên ta có f là phép đẳng cự từ (X,E,C,K, ρ) vào (X∗, E, C,K, ρ∗).

Tiếp theo, ta chứng minh f(X) trù mật trong X∗. Thật vậy, với

e ∈ intC và a∗ = [{an}] ∈ X∗ ta có

lim
n,m→∞

ρ(an, am) = θ.

Theo Mệnh đề 3.2.4, với mỗi i > 1, tồn tại ni0 sao cho ρ(an, am) � e
i với

mọi n,m > ni0. Từ đó suy ra

θ � ρ∗(f(ani0), a
∗) = lim

n→∞
ρ(ani0, an) �

e

i
với i > 1.

Do đó lim
i→∞

ρ∗(f(ani0), a
∗) = θ suy ra lim

i→∞
f(ani0) = a∗. Điều này chứng tỏ

f(X) là trù mật trong X∗.

Bây giờ, ta chứng minh không gian (X∗, E, C,K, ρ∗) là đầy đủ. Giả

sử {an} là một dãy Cauchy trong X∗, ở đây a∗n = [{ani }i] với {ani }i ∈ S.
Ta có

lim
n,m→∞

ρ∗(a∗n, a
∗
m) = θ.

Vì f(X) là trù mật trong X∗ nên với mỗi n, tồn tại bn ∈ X sao cho

ρ∗(f(bn), a
∗
n)�

e

Kn
.

Điều này kéo theo

θ � ρ(bn, bm) = ρ∗(f(bn), f(bm))

� Kρ∗(f(bn), a
∗
n) + ρ∗(a∗n, f(bm))

� Kρ∗(f(bn), a
∗
n) + ρ∗(a∗n, a

∗
m) +Kρ∗(a∗m, f(bm))
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� e

n
+
e

m
+ ρ∗(a∗n, a

∗
m) với mọi n,m ≥ 1.

Do limn,m→∞
(
e
n + e

m + ρ∗(a∗n, a
∗
m)
)

= θ nên ta có limn,m→∞ ρ(bn, bm) = θ.

Điều này chứng tỏ {bn} là một dãy Cauchy trong (X,E,C,K, ρ). Đặt

b∗ = [{bn}] ∈ X∗. Khi đó ta có

θ � ρ∗(a∗n, b
∗) � Kρ∗(a∗n, f(bn)) + ρ∗(f(bn), b

∗)

� e

n
+ lim

m→∞
ρ(bn, bm) với mọi n ≥ 1.

Cho n→∞, ta thu được

lim
n→∞

ρ∗(a∗n, b
∗) = θ,

điều này chứng tỏ

lim
n→∞

a∗n = b∗.

Vậy (X∗, E, C,K, ρ∗) là đầy đủ.

(ii) Ta chứng minh tính duy nhất của bổ sung đủ.

Giả sử (X∗1 , E, C,K1, ρ
∗
1) và (X∗2 , E, C,K2, ρ

∗
2) là hai bổ sung đủ của

(X,E,C,K, ρ), f1 : X → X∗1 và f2 : X → X∗2 là các đẳng cự. Với mỗi

a∗1 ∈ X∗1 , tồn tại {an} ⊂ X sao cho lim
n→∞

f1(an) = a∗1. Điều đó chứng

tỏ {f1(an)} là một dãy Cauchy trong X∗1 . Vì f1 là đẳng cự nên {an} là

một dãy Cauchy trong X. Bởi f2 là đẳng cự, khi đó {f2(an)} là một dãy

Cauchy trong X∗2 . Do vậy, tồn tại a∗2 ∈ X∗2 sao cho lim
n→∞

f2(an) = a∗2.

Bây giờ, ta định nghĩa φ : X∗1 → X∗2 bởi φ(a∗1) = a∗2. Ta chứng minh

φ là song ánh. Thật vậy, lấy một phần tử bất kỳ b∗2 ∈ X∗2 . Khi đó tồn

tại {bn} ⊂ X sao cho lim
n→∞

f2(bn) = b∗2. Vì f2 là đẳng cự, {bn} là một dãy

Cauchy trong X. Vì f1 là đẳng cự, {f1(bn)} là một dãy Cauchy trong X∗1 .

Điều đó chứng tỏ tồn tại b∗1 ∈ X∗1 sao cho lim
n→∞

f1(bn) = b∗1. Vậy φ(b1) = b2.

Suy ra φ là song ánh. Mặt khác, với mọi a∗, b∗ ∈ X∗1 với lim
n→∞

f1(an) = a∗

và lim
n→∞

f1(bn) = b∗, bởi Mệnh đề 3.2.4, ta có

ρ∗1(a
∗, b∗) = lim

n→∞
ρ∗1(f1(an), f1(bn))
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= lim
n→∞

ρ∗(an, bn)

= lim
n→∞

ρ∗2(f1(an), f1(bn))

= ρ∗2(φ(a∗), φ(b∗)).

Điều đó chứng tỏ rằng φ là một song ánh đẳng cự đồng nhất trên X. �

Ví dụ 3.4.8. Giả sử X = Q, E = R2, C = {(t, 0) ∈ E : t > 0}, K > 1 và

ρ : X ×X → E bởi

ρ(a, b) = (|a− b|, 0) với mọi a, b ∈ X.

Vì (X,E,C,K, ρ) không là không gian b-metric mạnh. Do đó Định lý 8

không áp dụng được. Dễ dàng kiểm tra được (X,E,C,K, ρ) là không gian

b-TVS metric nón mạnh. Vì C có một cơ sở lồi đóng là B = {(1, 0)} nên C
thỏa mãn tính chất lân cận. Do đó, tất cả các giả thiết trong Định lý 3.4.7

được thỏa mãn. Hơn nữa, ta có (X∗ = R, E = R2, C,K, ρ∗) là bổ sung đủ

của (X,E,C,K, ρ), ở đây ρ∗(a∗, b∗) = (|a∗ − b∗|, 0) với mọi a∗, b∗ ∈ X∗.
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3.5. Kết luận chương 3

Trong chương này, chúng tôi thu được các kết quả sau:

• Giới thiệu không gian b-TVS metric nón mạnh. Chứng minh một

số tính chất trên không gian này.

• Thiết lập Định lý 3.3.1 và Định lý 3.3.3 là các điều kiện đủ để ánh

xạ là toán tử Picard trong không gian b-TVS metric nón mạnh đầy đủ.

• Thiết lập Nguyên lý bổ sung đủ của không gian b-TVS metric nón

mạnh.

80



KẾT LUẬN CHUNG

Luận án nghiên cứu về sự tồn tại một số lớp toán Picard yếu và toán

tử Picard trên không gian metric và metric suy rộng.

Các kết quả chính của luận án bao gồm:

1. Thiết lập một số điều kiện đủ để ánh xạ là toán tử Picard yếu đơn

trị và toán tử Picard yếu đa trị trong không gian metric đầy đủ.

2. Thiết lập một số điều kiện đủ để ánh xạ là toán tử Picard và toán

tử Picard yếu đa trị trong không gian b−metric mạnh.

3. Giới thiệu không gian b-TVS metric nón mạnh và thiết lập một số

điều kiện đủ để ánh xạ là toán tử Picard trong không gian này.

4. Thiết lập Nguyên lý bổ sung đủ của không gian b-TVS metric nón

mạnh.

Chúng tôi đề xuất một số hướng nghiên cứu tiếp theo cho

kết quả của luận án như sau:

1. Nghiên cứu toán tử Picard và toán tử Picard yếu cho các không

gian metric suy rộng không đầy đủ.

2. Nghiên cứu một số ứng dụng của toán tử Picard và Picard yếu vào

các bài toán về sự tồn tại nghiệm của phương trình vi phân, hệ phương

trình tuyến tính, phương trình tích phân.

3. Nghiên cứu bài toán cân bằng không cộng tác trong trò chơi trên

không gian metric suy rộng.
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