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MO DAU

1. Lich s van dé va ly do chon dé tai

Cac phuong trinh dao ham riéng phi tuyén xuat hién nhiéu trong céc
qué trinh ctia vat 1§, hoa hoc va sinh hoc, chang han cac qua trinh truyéen
nhiét, qua trinh truyén séng trong co hoc chat 16ng, cic phan tng hoa
hoc, cAc mo hinh quan thé trong sinh hoc, v.v. Viéc nghién citu nhiing
16p phuong trinh nay c¢6 y nghia quan trong trong khoa hoc va cong nghé,
chinh vi thé n6 da va dang thu hat dude syt quan tam ctia nhiéu nha khoa,
hoc trén thé gigi. Cho dén tan nhitng nam 20 ctia thé ky thd 20 thi cac
nghiém ctia bai toan doéi véi phuong trinh, hé phuong trinh dao ham rieng
dugc hiéu chung nhat 1a nghiém c6 dién, nghiem doi héi kha vi theo nghia
thong thuong dén cap ctia phuong trinh, diéu nay gay rat nhiéu khoé khan
cho viéc chiing minh cho tinh dit dang ctia bai toan nay, dac biét tinh
tron ctia nghiém con phu thuoc vao cau tric hinh hoc ctia mién duge xét.
Viéc dua ra khai niem nghiém suy rong 1a mot bude ngoat trung tam ve
mat phuong phap trong viéc nghién cttu phuong trinh, hé phuong trinh
dao ham riéng va cac bai toan bién phan ciia ching.

Mot s6 tac gid trong nudc cing dat duge cac két qui sau sic trong
viéc nghién cttu cac phuong trinh, hé cac phuong trinh elliptic suy bién
phi tuyén, phuong trinh parabolic suy bién vad phuong trinh hyperbolic

suy bién. Céac két qua da dat duogc 1a: su ton tai va khong ton tai nghiem
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clla bai toan bién cho phuong trinh elliptic suy bién, sy ton tai nghiém,
dang diéu tiém can nghiém ctia phuong trinh parabolic suy bién, sy ton
tai nghiém, dang diéu tiém can nghiém cua phuong trinh hyperbolic suy
bién.

Nhu ching ta da biét, mot trong nhitng toan tit elliptic dugc nghién
cttu nhiéu dé 1a toan tit Laplace trong khong gian RY:
0?u  0%u 0%u

ox3 0} ox3,

Nghién citu vé sy ton tai nghiém hay khong ton tai nghiém ciia phuong
trinh nita tuyén tinh chtta toan ti Laplace da dugc nhiéu nha toan hoc
tap trung nghién citu bat dau tur gitta thé ky thit hai muoi.

S. I. Pohozaev da xét bai toan bién:

Au+ f(u) = 0 trong €,
u = 0 trén 02,

v6i ) 14 mién gisi noi trong RY (N > 2),
fu) = M+ |ul' .

Ta thay v = 0 1a nghiém tam thuong ciia bai toan. S. I. Pohozaev da dua
ra mot dong nhat thiic ma hién nay dude mang tén ong. Dén nay sy ton
tai nghiém khong tam thuong, ton tai nghiém duong clia cac bai toan bién
chita toan ti elliptic dat dugc tuwong ddi tron ven. Mot cach tuong tu, cac
van de lai duge dat ra doi véi bai toan cé chida toan tit elliptic suy bién.

Vao nam 2012, cac tac gia P.T. Thuy va N. M. Tri da xét bai toan
Dirichlet cho phuong trinh elliptic suy bién cap hai sau day

— P, su+ f(u) =0 trong €2, @)
u = 0 trén 0,



trong do
P, su= Ayu+ Ayu+ |22 [y |2 AL, véi o, B >0, (3)

Q) 1a mién gi6i noi trong RV V4N 5 c RM g € RM2 2 € R™3, bien 0N
tron, f(u) = ulu|’"!. Diéu kién khong ton tai nghiem khong tam thudng

: Nog+2
ctia Bai toan (2) trong trudng hop nay la v > ﬁ va (2 1a P 4,- hinh
a,f —

sao, Nog = N1+ No+ (1 + a+ B)Ns.

Cuang trong nam nay, cac tac gia A. E. Kogoj va E. Lanconelli, khi
nghién cttu phuong trinh elliptic suy bién cap hai tong quat hon chita toan
td A,, da dua ra dong nhét thic kiéu Pohozaev, chiing minh su ton tai
nghiém yéu va tinh tron ctia nghiém yéu clia bai toan sau bang phuong
phéap bién phan

A (4)
u = 0 trén 012,

{Avu —nu + f(X,u) =0 trong €2,
§ dé Q 1a tap md bi chan trong RY, n > 0 va A,u sé duge dinh nghia

trong Chuong I, Muc 1.1.1.

Nam 2016 cac tac gia C. T. Anh, va B. K. My trong da nghién cttu su
ton tai nghiem ciia Bai toan (4) véi n = 0 va dic¢u kien ciia f : QxR — R
14 ham lién tuc théa méan cac dieu kién sau:

_ : f(X8 _ o ox _ 2N (ox _ 1 _ N+2y.
e f(X,0) = 0’|§\lgfrloo = 0,27 = =5 (27 1 ==%);
F(X.6)

) |§Ihm e = 0 déu véi mdi X € Q, trong d6 F(X,u) =
—+00

Off(X, €)de;

e limsup F%f) < i déu véi mdi X € Q, v6i py la gia tri rieng dau

€0
tién cta toan tit -A, trong mien §2 v6i diéu kién bién Dirichlet thuan

nhat;
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e Ton tai C, > 0,60 > 0 théa man:
H(X,s) < OH(X, 1)+ C., Vs, t € R,0 < |s| < |t],VX € Q.
trong d6 H(X,u) = uf(X,u) — F(X, u).

Khi d6 Bai toan (4) luon ¢6 nghiém yéu khong tam thuong. Bén canh do,
ti nhitng nam 80 ciia thé k¥ trude, nhiéu tac gid da nghién citu cac phuong
trinh elliptic cap bén nita tuyén tinh chita toan tit Laplace A
{Azu—f(:z:,u)—o, r e QCRY, 5)
u=209,=0, x € 0,
trong d6 f(z,0) = 0.

Mot s6 dieu kien du déi véi dang dieu ctia ham f(X, u) theo bién u da
dugc cac tac gid dua ra dé dam bao cho hoic la sy khong ton tai nghiem
khong tam thuong ctia Bai toan (5) hodc 1a sy ton tai it nhat mot nghiem
khong tam thuong. Tuy nhién, theo hiéu biét ctia ching t6i, chua cé cac
nghién cttu déi véi phuong trinh elliptic suy bién cap bon.

Nam 2005, Fall Djiby bang cach sit dung phuong phap uéc luong dudi
nghiém da ching minh dugc sy ton tai tap hit toan cuc trong khong gian
HYRY) x L*(RY) ctia bai toan sau

Uy + Bup +u=Au+ f(X,u), X € RVt >0,
{ u(X,0) = ug(X), u (X, 0) = uq (X),
& day B 1a hing s6 duong, ug(X) € H'(RY),u1(X) € L*(RY). Ham
f(X, &) duge dinh nghia bai:

° & — f(X7 5) =&+ hl(f) - hQ(X)7h2<X) < Lz(RN)J

o 1y € CY(R,R), hi(0) = 0,h1(£)€ > CF(€) > 0,V€ € R, trong d6 C
14 hdng s6 duong, F'(§) = [ hy(7)dr
0



ha(§)

e 0 < limsup < 00 .

[§l—00

Nam 2014, cac tac gia A. E. Kogoj va S. Sonner trong da nghién citu mot
16p cac phuong trinh hyperbolic suy bién trong dé c6 chita bai toan sau
day
U (X, 1) + Aug = Py gu(X, 1) + f(u(X, 1)), X €Q,t>0,
u(X,t) =0, X e€0Qt>0, (6)
u(X,0) = ug(X), u (X, 0) = uy (X),

trong dé Q 1a mién bi chan c¢6 bién tron trong RY, P, s 1a toan ti dudc

xac dinh bdi (3), A 1a hiang s6 duong va f(€) théa man dicu kién:

o [f(&1) = f(&)] < Cl&r — &|(1 + |&]” + |&]), (7)
V610>0,0§p<ﬁi2,Na,5:N1+NQ+(Oé+6+1>N3—2;

e lim sup@ < U1, (8)
[t|]—+o0

v6i pyp 1a gid tri rieng dau tién ctia toan tit -P, 3 trong mién Q véi

diéu kién bién Dirichlet thuan nhat.

Khi d6 Bai toan (6) c6 nghiém toan cuc, ¢6 tap hat toan cuc. Tu
nhitng két qua & trén, ta thay rang doi véi 16p phuong trinh elliptic suy
bién, phuong trinh hyperbolic suy bién mic du da c6 mot s6 két qua tuy
nhién cac két qua thu dudc van con it va con nhiéu van dé md can duge
nghién ctu. Nhitng van dé mdé ma ching toéi quan tam trong luan an nay

bao gom:

e Nghién citu su ton tai nghiém khong tam thuong ctia bai toan Dirichlet
d6i véi phuong trinh elliptic suy bién cap bén chita toan ti A% trong

mot s6 trudng hgp clia ham phi tuyén.
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e Nghién cttu sy ton tai va duy nhat nghiém tich phan toan cuc; dang
diéu khi thsi gian 16n ctia nghiém (thong qua tap hat toan cuc) cua
Bai toan (6) chita toan tit elliptic suy bién P, s trong ca khong gian
va chiing minh sy ton tai ciia tap hit toan cuc khi phuong trinh c6
thém s6 hang v(X)u va vé phai f(X,u) phu thuoc them bién X.

V6i cac 1y do néu trén chiing toi da chon dé tai nghién ctu cho luan an
ctia minh 1a “Mot s6 tinh chit nghiém ctia 16p phuong trinh chiia
toan ti elliptic suy bién manh”.

2. Muc dich nghién cttu

e Noi dung 1: Nghién citu sy ton tai va khong ton tai nghiém ctia bai
toan Dirichlet cho phuong trinh A2-Laplace nita tuyén tinh cap bon trong
mién bi chin véi cdc noi dung: sy khong ton tai nghiém manh khong tam
thuong; sy ton tai nghiém yéu khong tam thuong.

e Noi dung 2: Nghién cttu dang diéu tiém can khi thoi gian 16n cta cac
phuong trinh hyperpolic nita tuyén tinh c6 chia cac toan tit elliptic suy
bién manh P, 5 trong toan khong gian véi cac noi dung sau: sy ton tai va
tinh duy nhat ctia nghiém tich phan toan cuc; sy ton tai tap hit toan cuc
compact va cau tric clia no.

3. Déi tuong vaA pham vi nghién citu
D61 tugng nghién cttu clia luan an 1 xét bai toan bién va bai toan bien

gia tri ban dau c6 chia toan tit elliptic suy bién A, duge xac dinh béi

Ayt = Z 8%’] (% 8@7)

trong d6 7; 1a cac ham théa man mot s6 diéu kien phit hgp duge phat biéu

sau.

4. Phuong phap nghién ctu



7

e D¢ nghién cttu sut ton tai nghiém yéu ctia bai toan ching téi stt dung
phuong phap bién phan va cac dinh 1y tong quét cia ly thuyét diém téi
han.

e Dé nghién citu su khong ton tai nghiém manh ching t6i thiét lap cac
dong nhat thiic kieu Pohozaev phit hop déi véi toan ti A% va khai thac
cau tric hinh hoc ctia mién dang xét.

e Dé nghién citu sy ton tai duy nhat nghiém tich phan toan cuc, ching
toi st dung cidc phuong phap va cong cu ctia Giai tich ham phi tuyén:
phuong phap xap xi Galerkin, cac dang phit hop ctia bo dé compact, céc
b6 dé xit Iy s6 hang phi tuyén. Dé nghién ctu déng diéu tiém can cla
nghiém va sy ton tai ciia tap hat toan cuc, chung toi stt dung cac phuong
phép cia ly thuyét he dong luc vo han chiéu.

e Dé nghién cttu dang diéu tiem can ctia nghiém, ching téi st dung cac
cong cu va phuong phap cta 1y thuyét hé dong luc vo han chiéu. Cu thé
do6 la phuong phap danh gia tién nghiém tiém can va phuong phap danh
gia phan dudi clia nghiem.

5. Cac két qua dat dugc va y nghia ctia dé tai

Luan an da dat dugc nhiing két qua chinh sau day.

e Ddi v6i bai toan Dirichlet trong mién bi chiin cho phuong trinh elliptic
suy bién cap bén da dua ra dugc cac diéu kien di dé khong ton tai nghiem
manh khong tam thuong; chiing minh dugc sy ton tai nghiém yéu ctia bai
toan v6i mot so6 dieu kién ve do tang trudng cltia s6 hang phi tuyén. Day
la noi dung cua Chuong 2.

e Déi v6i phuong trinh hyperbolic tat dan chita toan tit elliptic suy
bién manh P, 5 trong RY: dua ra didu kien di dé c6 sy ton tai va duy
nhat ctia nghiém tich phan toan cuc. Chitng minh dudgc sy ton tai ctia tap
hit toan cuc compact va moé ta duge cau tric clia né. Day 1a noi dung cla

Chuong 3.
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Cac két qua ctia luan an 14 mdi, c6 ¥ nghia khoa hoc va gép phan hoan
thién viéc nghién citu sy ton tai clia nghiém trong mién bi chin clia bai
toan bién cho phuong trinh elliptic suy bién cap bon va dang diéu tiem
can nghiém clia cac phuong trinh hyperbolic tat dan chita toan ti elliptic
suy bién trong cd khong gian.

6. CAu tric luan an

Ngoai cac phan mé dau, tong quan, két luan, kién nghi, danh muc céc

cong trinh dudc cong bd va danh muc tai lieu tham khéo, luan an bao gom

3 chuong

- Chuong 1: Trinh bay mot so kién thic chuan bi can thiét cho cdc
chuong sau. Trong chuong nay ching toi trinh bay vé toan tit A,, mot s6
tinh chét, vi du va mot s6 kién thitc bd trg (mot sé6 khong gian ham va
mot s6 dinh 1y nhiing); trinh bay mot s6 két qua vé diém téi han; tap hit
toan cuc va tinh chat.

- Chuong 2: Trinh bay su ton tai nghiém va khong ton tai ctia nghiém
ctia phuong trinh Laplace A%-m?a tuyén tinh trong mién bi chin. Trong
chuong nay, ching toi nghién ciu sy ton tai va khong ton tai nghiém cho
bai toan Dirichlet d6i véi phuong trinh nita tuyén tinh cap bon chita toan
i A,zy:

A%u = f(z,u) trong Q, u = dyu = 0 trén 012,
trong d6 v 1a phap tuyén ngoai don vi tai cac diém bién ctia 2. Chuong
nay gom ba phan: phan tht nhat trinh bay vé dong nhat thiic Pohozaev
d6i v6i toan tit A2. Phan thit hai dua ra mot s6 két qua vé su khong ton
tai nghiem manh khong tam thuong. Phan thi ba néi vé sy ton tai cla
nghiém yéu khong tam thuong.

- Chuong 3: Trinh bay dang diéu khi thot gian lon ciua nghiém phuong
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trinh hyperbolic suy bién manh trong cd khong gian. Trong chuong nay,
ching to6i nghién ctu sy ton tai ciia tap hat toan cuc compact cho nia
nhom clia bai toan Cauchy véi phuong trinh hyperbolic suy bién ntta tuyén
tinh. Chuong nay gom hai phan. Phan thit nhat: Trinh bay vé sy ton tai
va duy nhat ctia nghiém tich phan toan cuc. Phan thit hai trinh bay ve
cac dieu kién déi véi vé phai va thanh phan tuyén tinh clia phuong trinh
va dua phuong trinh phuong vé hé phuong trinh cap mot, sau dé chiing
minh sy ton tai tap hit toan cuc trong khong gian S?(RY) x L2(RY).



Chuong 1

Kién thitc chuan bi

Trong chuong nay chiing to6i trinh bay mot s6 khai niem va két qua
phuc vu cho cac chuong sau. Cu thé chiing toi trinh bay: dinh nghia toan
t1t elliptic suy bién A, mot s6 khong gian ham, cac két qua vé phép nhing,
mot s6 két qua ctia phuong phap bién phan va 1y thuyét diém t6i han, dinh

I§ qua nai, nta nhom, tap hit toan cuc va mot sb kién thiic bo tro khac.

10



Chuong 2

Nghiém ctia bai toan bién déi véi
phuong trinh elliptic suy bién cap

bon

Trong chuong nay ching toi thay thé bién X & Chuong 1 béi bién x
va nghién ctitu bai toan Dirichlet déi v6i phuong trinh cap bén chita toan

t A% nhu sau:

Alu= f(z,u) t Q
u=0,u=0 trén 0f),
trong d6 Q2 C RY 1a mot mién tron bi chan, v = (v, -+ ,vy) 1a véc to

phap tuyén ngoai don vi trén bien 9Q va A2 := A, (A,).

Két qua dat dugc 1a cac dinh 1y vé sy khong ton tai clia nghiém manh
khong tam thuong va cac dinh 1y vé su ton tai nghiem yéu khong tam
thuong v6i mot s6 dieu kién 4p dat len ham phi tuyén f(z,§).

No6i dung ctia chuong nay dua trén Bai bao [2] trong Danh muc cong

trinh khoa hoc clia tac gid lien quan dén luan an.

11
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2.1 Dong nhét thiic kiéu Pohozaev va dinh 1y vé su

khong ton tai nghiém manh khéong tam thudng

Trong muc nay sé gia thiét them v; € C2(RY), j =2,..., N véi N > 4.
bat

N
T =) &0y, (2.2)
i=1

Toan tit T' ciing c6 thé duge xem nhu 1a véc t0 T = (61210, ..., ENTN Oy )-

Két qua chinh dau tién trong phan nay 1a ménh dé sau.
Meénh dé 2.1. Gid siu € CY(Q) N C*(Q) va A2u e L'(Q). Khi do

/ {T(u)A?yu + T(Ayu)Avu} dz = (N — 2) /(V,yu, VA u)dx

Q QO
+ / () (V2 0,0) + T(Au) (o, 1)] S
o9
— /(Vyu, VA u) (T, v)dsS, (2.3)
o0
trong dé T la truong vecto, (-,-) la tich vo hudng, v = (v1,--- ,vN) la
vectd phdp tuyén ngoai don vi trén OQ va vy, = (yiv1, -+, INUN), dS la

phan t¢ dién tich ciua OS).

Pinh nghia 2.1. Mién  dudc goi la 6-hinh sao tng v6i diem goc toa do
néu 0 € Q va (T,v) > 0 tai mdi diem trén OF.

Dinh nghia 2.2. Ham u € C4(Q) N C3(Q) dugc goi 1a nghiem manh
ctia Bai toan (2.1) néu A2u = f(z,u) trong Q, u = dyu = 0 tren 9N va
f(u,u(z)) € LY(Q).

Néu u = 0 khi d6 u duge goi 1a nghiém tam thuong cia Bai toan (2.1).
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Meénh dé 2.2. Gid st f(x,&) = f(€) va f(0) = 0. Gid st u €
C*(Q) N C3(Q) la nghiém manh cia Bai toan (2.1). Khi dé ham u théa

mdan dong nhat thic

~

/(Nme—N;AMﬂmym:%/ﬁgmﬂzyms (2.4)
Q o0

Dinh ly 2.1. Gid st f(x,&) = f(€), f(0) = 0 va Q la §;-hinh sao ing vdi

diém goc toa do thoa man

~ N —4

NP~ ere) <0, ve£0
Khi dé Bai toan (2.1) khong cé nghiem khong tam thuong u € CHQ) N
C3(Q).

Dinh ly 2.2. Gia st f(x,§) = |£|p_1f va N > 4, Q la ;-hinh sao 1ing
vdi diém goc toa do va B
p>te
N —4
Khi dé Bai todn (2.1) khong cé nghiém khong tam thuong u € C*(Q) N

C3(0Q).

Vi du 2.1. Gi4 st B1(0) C R? 1a hinh cau ban kinh 1 va tam la gbc toa
do. Khi d6 bai toan

(5302 <ay2 + 322)> u = |ul3u trong Bi(0), (2.5)
u = aﬁ 0 tréen 0B1(0)

khong c6 nghiém manh khong tam thuong vi & day ta c6 v = 1, 7o =

v3=a2 N=1+21+2) =T, %*j = L By(0) 1a §;-hinh sao va bac

o 9. 2 A 2. b 11
tdng trudng cua veé phai bang 4 16n hon
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2.2 Mot sb két qua vé su ton tai nghiém yéu cua

phuong trinh elliptic suy bién cap bén

Trong muc nay, ching toi sé gia thiét them ~;(z) € CY(RN), N > 4
va trinh bay mot sd két qua vé su ton tai nghiém va tinh nhiéu nghiém
clia Bai toan (2.1) vé6i diéu kien thich hop ctia ham phi tuyén f(z,§).
Dinh nghia 2.3. Ham u € S27(Q) dugc goi la nghiém yéu clia Bai toan

(2.1) néu n6 théa man dong nhat thitc

/AyuAygpdx — /f (x,u(z)) pdz =0
QO QO
vii moi p € 53(2)((2)

Dé tim nghiém yéu ctia Bai toan (2.1), ta di tim diém t6i han cla

phiém ham ® nhu sau:

1
:§/|A7u\2dx—/F(x,u)dx. (2.6)
0 0

Bo de 2.1. Gid st f : Q@ x R — R la ham Carathéodory, tic la ton
tai p € (2,21), filz) € LM(Q), falw) € L™(Q), trong dé p1/(pr — 1) <

20, ppa/(pa — 1) < 2/, p1 > max{1, }#%} po > 1 thda man

(@)

1f(x,8)] < filz) + fax) |£|p_ vdi (z,€) € Q X R hau khap noi.

/fxuvda:

Khi d6 ®1(u) € CY(S*3(Q),R) va

vdi moi v € 53:(2)(9), d day

<I>1(u):/F(xu)dxe§ /€f

Q
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Ta gia st f : 2 x R — R 1a ham Carathéodory thoéa mén:

(A1) Ton tai p € (2,20), fi(z) € LM(Q), fo(z) € L*(Q2), 6 d6 p1/(p1 —

1) < 2!, ppa/(p2—1) < 2], p1 > max{l,ﬁ} p2 > 1, sao cho

[f(@,6)] < fulz) + folw) [€F" hau khip noi (x,€) € Q x R;

(A2) élr% (5 1) — 0, déu véi z € Q.
—

(A3) |§l|im % = 00, v6i moi x € (),
—00

F(z,6) >0  v6imoi (x,8) € Q xR;
(A4) Ton tai cac hing sb u > 2 va r; > 0 sao cho

F(z,6) <&f(z,8)  voimoi (z,8) € A xR, €] > ry;

(A’4) Ton tai cac hiang s6 Cp, ro > 0 va kK > max{1, g} sao cho
[F(x,&)|" < Colé[*"F(x,6), V(x,€) € AR, [¢] =,

trong do

Flx, &) = f(fc §)E — F(x,8);

(A5) f (z,&) 1a mot ham 1é véi &.

Tt B6 dé 2.1 va f thoa man diéu kien (A1), phiém ham & 1a xac dinh
trén Sgg(ﬂ) Hon nita, ¢ € C%Sﬁ:g(ﬂ),R) va

D' (u)(v) = /AyuAyvdx— /f(a:,u) vdz
QO QO
v6i moi v € 333(9) T dinh nghia ctia nghiém yéu va dao ham cia P,

diém tdi han ctia @ 1a nghiem yéu clia Bai toan (2.1). Két qua chinh clia

muc nay la hai dinh 1y sau.
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Dinh 1y 2.3. Gid st f théa man (Al)-(A3) va (A4). Bai todn (2.1) co
nghiém yéu khong tam thuong.

Hon nita, néu dicu kien (A5) dugc théa man, Bai todn (2.1) ¢6 vo so
nghiém yéu khong tam thuong.
Dinh 1y 2.4. Gid st f théa man (A1)-(A3) va (A’4). Bai todin (2.1) co
nghiém yéu khong tam thuong.

Hon nita, néu dieu kién (A5) dugc théa man, Bai todn (2.1) cé vo so
nghiém yéu khong tam thuong.
Bo6 dé 2.2. Gid st f théa man (A1), (A3) va (A4). Phiém ham ® théa
man dieu kién (C). vdi moi ¢ € R trén Sjg(ﬂ)
Bo dé 2.3. Gid st f théa man cdc dieu kién (A1), (A3) va (A’4). Khi dé
O théa man dieu kien (C). vdi moi ¢ € R trén 533(9)
Bo dé 2.4. Gid st (A1) va (A2) la théa man. Khi dé ton tai o, p > 0 théa
man

2,2
(I)(u) >, Yue SW,O(Q)a HUJHS%)(Q) = p-
Bo dé 2.5. Gid st (A1) va (A3) la théa man. Khi dé, vdi moi khong gian
con hitu han chiéu X C Sg:g(ﬂ), ton tai R = R(X) > 0 théa man
Vi du 2.2. Bai toan
2
<38—;2 + 2 (aa_;g + g—;)) u = |ul*u trong mién gidi noi Q@ C RY,

u=-2 =0 tren 09

ov

(2.7)

c6 vo s6 nghiém yéu khong tam thuong. Ciing nhu trong Vi du 2.1 ta c6
=1, 79 =3 =22, N = 7, % = % va bac tang trudng ciia vé phai

S ; 11
bang 3 nho hon .



Chuong 3

Dang diéu khi thoi gian 16n cua
nghiém phuong trinh hyperbolic

suy bién manh

No6i dung ctia chuong nay dua trén Bai bao [1] trong Danh muc cong

trinh khoa hoc clia tac gia lien quan dén luan an.

3.1 Su ton tai duy nhat ctia nghiém tich phan
3.1.1 Dat bai toan va cac khong gian ham

Trong chuong nay chtung téi nghién citu bai toan sau:

g + Mg +y(X)u = Pygu+ f(X,u),t >0, (3.1)
X = (z,y,2) € RM x R™ x R .= RV,
w(X,0) = w(X),w(X,0) =u(X), (3.2)

trong d6 A 1a hing s6 duong, up(X) € S2(RY), ui(X) € LA(RY) va

Posu = Ayu+ Ayu+ |z|%y|° AL,

17
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N
& ou 0*u
Ax = 6%2’ Z@ 27 Za 27 Ut 1= t) Ut = @7

=1
B

N
e (Z““) P = (2ui| caz0.5>0
j=1
Naﬁ Z:Nl—I—NQ—f-(l—f—Oé—f—ﬁ)Ng > 2.
Gia st f(X,€) : RY x R — R thoa man cac dicu kien
i) v : RY — R 13 ham thoéa man tinh chét sau:
(i1) Véi méi @ € (0,00) c¢6 hiang s6 Cy € (0,00) sao cho v6i moi
u € SHRY),
2 2
/\V(X)HU(X)\ZdX < 0 |Jullszery + Co llull 2@ (3-3)
RN
(i2) C6 hing s6 A\g > 0 théa man v6i moi u € SFHRY),

Vol + [ AOOROPAX 2 o fullsgr- ()
RN

i)
f:RYxR—>R
(X, &) — f(X,8)

l1a ham thdéa man diéu kien Carathéodory, tiic 1a v6i mdi & € R anh xa
X = f(X,€) 1a do dugc Lebesgue va v6i hau khip X € RY, anh xa
¢ — f(X,€) lalien tuc.

Nguyén ham ctia f theo bién u duge dinh nghia béi

Xg—if
0
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va [ théa man cac tinh chat sau:
(f1) f(X,0) = h(X) € L*(RY);
(f2) Véi moi X € RY v ¢1,& € R thoa méan

[(X, &) = f(X, &) < Cil& — & (9(X) + [&1]7 + [£/7) (3.5)

vl 0 < p < 5 2 va g: RY — R 1a ham do duge va théa man véi moi

a,,B_Q
u € S3(RY)

J 160 PRCOPAX < Co e, (36)
RN

4 day C1, (5 1a cac hang s6 duong.
(f3) Ton tai cac ham do dugc g1, go : RY — R, g1, g0 € LY(RY) théa
man
f(X,uw)u < g1(X) véi hau khip X € RN v € R, (3.7)
F(X,u) < go(X) v6i hau khidp X € RV, u € R. (3.8)

Ky hicu LP(RY) Ia tap tat ca cac ham do duge u : RY — R théa méan

Jull g gy = sup ( / u<X>|pdx) <,

Y eRN
B(Y)

day Y e RN v BY) ={X e RV : Y < X <Y +1,1. =
(1,1,..., 1)), p>1.
B6 dé sau day chi ra diéu kien di déi véi ham ~ dé né théa man diéu
Bo dé 3.1. Gid sttp > 1 va ¢ € LE(RY).
, N, L
(1) Néup > TB khi d6 c6 hang so C € (0,00) théa man

J16C0COPAX < C ulldg, 00 moi u € SHRY),

RN
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~

. N, . . .
(11) Néu p > %ﬁ khi dé voi moi 6 € (0,00) c¢6 mot hing so

Cyp € (0,00) théa man

[ 19COICPAX < 0 ullyan + Colulfaan) vdi moi u € SHERY)
RN

Chuan tuong duong dugc thé hién trong cac bo dé sau.

Bo dé 3.2. Gid sit y théa man dieu kien i) va 0 < k < \g,0 < 6 < 1.
Khi dé vdi moi u € S}HRY)

C ullgaeny < [IVagull 2@y + /W(X)\U(X)PdX — & Jul ey <
RN
< O Jlullgs gy

trong dé C; = min{(Ag — k)(1 — ) /2(\g + 6 + Cy), (Ao — k) /2},Cy =
max{1l + 0,0 + Cy} va 0,Cy dugc zac dinh trong (3.3).

Bo dé 3.3. Gid st vy théa man dieu kién i). Vi moi u,v € SHRY) dinh
nghia

((u, 'U))S%(RN) = (Va,gu, vaﬁf())Lz(RN) + (fyu, 'U)LQ(RN).
Khi do ((-,-))s2 ) la mot tich vo hudng tren S{(RY) va chuan duge dinh

nghia bdi tich vo hudng trén la tuong duong vdi chuan dinh nghia trén
khong gian ST(RY).

3.1.2 Su ton tai v duy nhéat ctia nghiém tich phan

Bo dé 3.4. Todn ti lien hop cia todn té A la todn td A* zdc dinh nhu

. 0 I
4= (Pa,ﬁ—ﬂX)f o)

sau
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V01

D) = { (X )i xw € SHERY). P - (0 € (RN |

T bd dé nay va Dinh 1y Stone suy ra ton tai Cy-nita nhém e tren
H.
Bo dé 3.5. Gid stt f(X,€) théa man cic dieu kien ii). Khi dé nhimg khdng
dinh sau dung.
a) Anh za Nemytskii
f:SIRY) — L’(RY)

~

u — flu)(X) = f(X,u(X))
la Lipschitz trén moi tap bj chan cia S3(RY).
b) Anh za

ffH — H

* Py— 0
U r— f(U):= ( — (X)) + f(X,u(X)) >

la Lipschitz trén moi tap bi chan cua H.

Bay gio ta sé chuyén Bai toan (3.1)-(3.2) vé bai toan Cauchy cho hé
phuong trinh cap mot. Dat v(X,t) = u (X, t) va

u(X,t) ) ( 0 I)
U= ’ C A= :
(Mmﬂ Pog—v(X)I 0
U)X, t) = Uy =
FOE = Lo+ gocus ) 9= (oo )

& day I 1a toan tit don vi tren SZ(RY). Khi d6 Bai toan (3.1)-(3.2) tuong

duong véi bai toan sau day cho hé phuong trinh cap mot

dU

=AU+ (), (3.9)

U(0) = Uy, (3.10)
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Dat H = S2(RY) x L2(RY), khi d6 H la khong gian Hilbert cling véi tich

vo hudng sau

WD =((1):(2)) = (@ + @0,

Mién xac dinh ctia toan tit A 1a D(A) xac dinh bdi
D(A) = {( Y ) Ju,v € SHRYY; Py su —y(X)u € LZ(]R{N))} .

Dinh nghia 3.1. Gia st T > 0,7 € R. Mot anh xa lien tuc U : [0,T) —
H dugc goi 1a nghiém tich phan ciia Bai toan (3.9)-(3.10) néu n6 la nghiém
cua phuong trinh tich phan
t
U(X,t) = Uy + /e U(X,s))ds, te[0,T).
0

Néu U kha vi hau khip noi tren [0, T) cung véi Uy va AU thuoc khong

gian L} ([0,T), H) va théa man phuong trinh vi phan

dU
dt

khi d6 U dugc goi la nghiém manh cia Bai toan (3.9)-(3.10).

= AU + f*(U), hau khap noi trén (0,7) va U(0) = Uy,

Meénh dé 3.1. Gid st cdc diéu kién i) va i) dugc théa man. Khi dé vdi
moéi R > 0 ton tai T = T(R) > 0 du nhd sao cho vdi Uy € H, ||Up||z < R,
Bai todn (3.9)-(3.10) ton tai duy nhat mot nghiém tich phan théa man
t
U(X,t) = MUy + / A (U(X,s))ds, tel0,T),
0
trén khodng thoi gian [0,T). Nghiém c6 thé thdc trién trén [0,7) va ching

ta ¢ hoac T = +00 hoac lim ||U(.,t)|| 5z = +o0.
t—1~
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B6 dé 3.6. Gid sit cdic diéu kién i) va ii) duge thoa man. Khi dé nghiém
u(t) cia Bai toan (3.1)-(3.2) théa man

2 2
ulls2 ey + lluellpo@ry < M, VE =0, (3.11)

trong dé M la hang so chi phu thudc vao cac di lieu v(X), g(X), g1(X), g2(X)
va R khi ||u0||§%(RN) + HulH%Q(RN) < R.

Dinh 1y 3.1. Gid st i), ii) duge théa man va Uy € H. Khi dé Bai todn
(3.1)-(3.2) ton tai nghiém toan cuc duy nhat U € C([0,00); H). Hon niia,
vdi méi t co dinh anh xa Uy — S(t)Uy := U(t) la lien tuc trén H.

3.2 Su ton tai tap hut toan cuc compact trong
S?(RY) x L*(RY)

B6 dé 3.7. Gid st 1),4) dugc théa man va B la mot tap bi chin néi trén
trong H. Khi dé vdi moi nghiém -U(t) = (u(X,t),u(X,t)) cia Bai toan
(3.9)-(3.10) cung vdi dit kién ban dau Uy € B théa man

T
1
lim —/ / (10X 0P + (XD + [V (X5 ) dX

T,R—+o0
0 [X|a,p=R

-0 (3.12)
g day
X o = [P0 4 [P0 o (14 a4 B2 77

Bo dé 3.8. Gid st cic dieu kien 1),ii) dugc théa man va U, — U trong
H. Khi dé véi moi t > 0 ta cé

S(t)U, — S(t)U trong H. (3.13)
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Bo dé 3.9. Gid st cic diéu kién i),41) dugc théa man va day {U,}>, hoi

tu yéu téi U trong H. Khi dé

lim limsup [|S(T)U,, — S(T)U||; = 0. (3.14)

T—+00 p—4o00
Ta dua ra két qua chinh clia chuwong nay nhu sau.
Dinh 1y 3.2. Gid st cdic diéu kién i) va ii) duge thod man. Khi dé
{S(t)}i=0 la compact tiem can trong H, nghia la, vdi moi day bi chan
{U,}5, trong H va moi day khong am {t,}2, théa man t, — +oo khi
n — 400, thi tw {S(t,)U,}°22, trich ra duge mot day con hoi tu trong H.

Dinh 1y duéi day khang dinh sy ton tai tap hit toan cuc clia nita nhém
S(t) trong H.
Dinh ly 3.3. Gid st cdc dieu kién i) va i) dugc thod man. Khi dé nia
nhom S(t) sinh bdi Bai todn (3.9)-(3.10) ¢é mot tap hat toan cuc Ag trong
H.
Ta xét he dong luc (H, S(t)) ma da duge md ta trong Muc 3.2. Ta ky
hieu Ny & tap hop cac diém dimg ctia hé nay, tic la
No = {(v,0) € H := —P,gu+~v(X)u= f(X,u), X € RN}
Gia st U(t) 1a mot quy dao. Khi d6 U(t) 1a quy dao day néu
Jim dist(U(t),Nyg) = lim dist(U(t),Ng) = 0.
1—>—00 1—>+00
Da tap khong on dinh ciia hé dong luc nay sé dudc xac dinh béi
W*(No) = | W*(uo,0),
trong d6 W"(ug, 0) = {(u,v); S(t)(ug,0) = (u,v) khi t — 400}.
Dudi day 1a dinh 1y vé sy ton tai clia tap hat toan cuc compact va lién

thong cling véi viéc mo ta cau tric clia no.
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Dinh 1y 3.4. Gid st cac dicu kién i) va ii) dugc thod man. Khi dé hé dong
luc (H,S(t)) lien két véi Bai todn (3.1)-(3.2) la hé gradient va compact
tiem can, dong thoi c6 mot tap hit toan cuc commpact lién thong A. Hon

nita, A = W*(No) va la da tap khong on dinh cia hé dong luc nay.

KET LUAN VA KIEN NGHI
Két luan

Cac két qua chinh dat dugc trong luan an bao gom:

1. D6i v6i phuong trinh A%—Laplaee nita tuyén tinh cap boén dua ra duge
ding thiic tich phan kiéu Pohozaev cia bai toan Dirichlet, tit d6 ching
minh syt khong ton tai nghiém khong tam thuong trong mién d,-hinh
sao khi vé phai c6 do tang trudng theo w 16n hon M dong thoi
chiing minh dugc sy ton tai nghiém yéu, tinh nhiéu nghlem cua bai
toan vé6i dieu kién s6 hang phi tuyén cé bac tang truéng theo u 1a nhd

N+4 N+4

hon N N la s6 chidu thuan nhat. Qua do da chiing té gia tri -

la gia tr1 t6i han clia bac tang trudng ciia vé phai theo u.

2. D6i v6i phuong trinh hyperbolic chita toan tit elliptic suy bién manh
P, 3 Dua ra cic dieu kien du ddi v6i cac thanh phan tuyén tinh
va phi tuyén ctia phuong trinh dé dam bao su ton tai duy nhat cta
nghiém tich phan toan cuc; sy ton tai clia tap hit toan cuc compact
lien thong trong khong gian S?(RY) x L2(RY), dong thoi mo ta cau

tric cua no.
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Kién nghi mét s6 van dé nghién ciu tiép theo

Lién quan t6i cht dé luan an, nhitng van dé sau 1a md va theo ching

toi la dang quan tam:

1. Dieu kién ton tai nghiém ctia cac bai toan bién néi trén trong mien

khong bi chan.

2. Nghién citu cic tinh chat ctia tap hut toan cuc nhu: s6 chiéu, sy phu

thuoc lién tuc vao cac tham s6, tinh tron, ...

3. Nghién citu sy ton tai nghiém va dang diéu tiém can nghiém ciia cac
phuong trinh hyperbolic suy bién véi cac diéu kién bién khac nhau,
ching han diéu kién bién khong thuan nhat, diéu kien bien Neumann,
diéu kien bien hén hop, diéu kien bién phi tuyén, ... Dé lam duge diéu
nay can xay dung dugc khong gian c6 trong tuong tng, dinh Iy nhing

kiéu Sobolev.

4. Nghién citu si ton tai tap hat Iui, tap hit déu khi ham phi tuyén phu

thuoc vao thoi gian.

5. Cac mo6 hinh tng dung thuec té.



Danh muc cac cong trinh da cong

bo lién quan dén luan an
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