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Mở đầu

1. Lịch sử nghiên cứu và lý do chọn đề tài

Trong những năm gần đây, Lý thuyết phân bố giá trị cho đường cong chỉnh

hình, hay còn gọi là Lý thuyết Nevanlinna-Cartan đã thu hút được sự quan tâm

nghiên cứu của nhiều nhà toán học trong và ngoài nước. Được xem như bắt đầu

bởi các công trình của H. Cartan vào năm 1933 khi Ông xây dựng các dạng định

lý cơ bản thứ nhất và thứ hai cho đường cong chỉnh hình, Lý thuyết Nevanlinna-

Cartan được đánh giá là một trong những thành tựu sâu sắc, đẹp đẽ và có nhiều

ứng dụng trong các lĩnh vực khác nhau của Toán học như vấn đề duy nhất cho

đường cong chỉnh hình, tính suy biến của đường cong đại số, lý thuyết hệ động

lực, phương trình vi phân phức và một số lĩnh khác.

Kí hiệu K trường đóng đại số, có đặc số không, đầy đủ với chuẩn sinh bởi giá

trị tuyệt đối không Acsimet, W là C hoặc K và Pn(W) là không gian xạ ảnh n

chiều trên W. Với đường cong chỉnh hình f : C→Pn(C) có một biểu diễn tối giản

là (f0, . . . , fn), hàm

Tf(r) =
1

2π

∫ 2π

0
log ∥f(reiθ)∥dθ

được gọi là hàm đặc trưng Nevanlinna-Cartan của đường cong f , trong đó ∥f(z)∥ =

max{|f0(z)|, . . . , |fn(z)|}.
Cho H là một siêu phẳng, L là một dạng tuyến tính xác định H và M là một

số nguyên dương. Ta gọi nf(r,H) và nM
f (r,H) lần lượt là số không điểm của

L(f)(z) trong đĩa {|z| ⩽ r}, tương ứng kể cả bội hay bội cắt cụt bởi M . Hàm

Nf(r,H) = Nf(r, L) =

∫ r

0

nf(t,H)− nf(0, H)

t
dt+ nf(0, H) log r
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được gọi là hàm đếm kể cả bội và hàm

NM
f (r,H) = NM

f (r, L) =

∫ r

0

nM
f (t,H)− nM

f (0, H)

t
dt+ nM

f (0, H) log r

được gọi là hàm đếm bội cắt cụt bởi M của đường cong f kết hợp với siêu phẳng

H.

Năm 1933, H. Cartan đã chứng minh một dạng Định lý cơ bản thứ hai cho

đường cong chỉnh hình trên mặt phẳng phức:

Định lý A. Cho đường cong chỉnh hình không suy biến tuyến tính f : C→Pn(C)

và q siêu phẳng H1, . . . , Hq ở vị trí tổng quát trong Pn(C). Khi đó bất đẳng thức

(q − n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nn
f (r,Hj) + o(Tf(r))

đúng với mọi r > 0 đủ lớn nằm ngoài một tập có độ đo Lebesgue hữu hạn.

Định lý A cho ta một quan hệ giữa hàm đặc trưng của đường cong chỉnh hình

không suy biến tuyến tính với các hàm đếm bội cắt cụt với mục tiêu là các siêu

phẳng ở vị trí tổng quát. Công trình này của H. Cartan được đánh giá hết sức quan

trọng, mở ra một hướng nghiên cứu mới cho việc phát triển lý thuyết Nevanlinna

- nghiên cứu các dạng định lý cơ bản thứ hai cho ánh xạ phân hình, chỉnh hình

và các ứng dụng của nó. Các kết quả nghiên cứu theo hướng này trong thời gian

gần đây tập trung vào hai vấn đề:

1. Xây dựng các dạng của Định lý cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh hình

từ Wp hoặc một miền trong Wp vào Pn(W) hoặc một đa tạp đại số xạ ảnh trong

Pn(W) với mục tiêu là các siêu phẳng, siêu mặt cố định hoặc di động, bằng cách

thiết lập quan hệ giữa hàm đặc trưng Nevanlinna-Cartan với các hàm xấp xỉ hoặc

các dạng hàm đếm khác nhau.

2. Nghiên cứu các ứng dụng của các dạng của Định lý cơ bản thứ hai trong các

lĩnh vực khác nhau của toán học, chẳng hạn, tính chất của số khuyết, vấn đề duy

nhất cho hàm hay đường cong chỉnh hình, sự suy biến của các đường cong đại số

và một số lĩnh vực khác.

Theo hướng nghiên cứu thứ nhất, tiếp nối công trình của H. Cartan, đã có

nhiều tác giả xây dựng các dạng định lý cơ bản thứ hai bằng cách thiết lập các
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quan hệ bất đẳng thức giữa hàm đặc trưng của một đường cong chỉnh hình với

các xấp xỉ và hàm đếm không kể bội hay hàm đếm bội cắt cụt. Cụ thể, năm 1983,

E. I. Nochka đã chứng minh một mở rộng của Định lý A cho trường hợp họ các

siêu phẳng ở vị trí dưới tổng quát trong không gian xạ ảnh phức Pn(C). Năm

1995, H. H. Khoai và M. V. Tu đã nghiên cứu Định lý A cho trường hợp đường

cong chỉnh hình trên trường K và thu được kết quả:

Định lý B. Cho f : K → Pn(K) là một đường cong không suy biến tuyến tính

và H1, . . . , Hq các siêu phẳng phân biệt Pn(K) ở vị trí tổng quát. Khi đó

(q − n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nn
f (r,Hj)−

n(n+ 1)

2
log r +O(1).

P. C. Hu và C. C. Yang đã mở rộng kết quả của H. H. Khoai và M. V. Tu cho

trường hợp họ siêu phẳng ở vị trí dưới tổng quát. Trong những năm gần đây, có

rất nhiều tác giả trong và ngoài nước đã nghiên cứu các dạng Định lý cơ bản thứ

hai cho đường cong chỉnh hình từ Wm hay một miền trên Wm vào Pn(W) hay một

đa tạp đại số xạ ảnh trong W, trong các trường hợp mục tiêu là các siêu phẳng

hay siêu mặt cố định hay di động, với các dạng hàm đếm khác nhau. Chẳng hạn

M. Ru, Q. M. Yan và Z. H. Chen, G. Dethloff, T. V. Tan, D. D. Thai, D. D. Thai,

S. D. Quang, L. Shi, T. T. H. An và H. T. Phuong, H. T. Phuong và N. V. Thin,

H. T. Phuong và L. Vilaisavanh, P. C. Hu, N. V. Thin và nhiều tác giả khác.

Năm 2014, dựa trên các nghiên cứu về bội không điểm của các tổ hợp tuyến

tính không tầm thường của một họ hữu hạn các hàm chỉnh hình trên mặt phẳng

phức tại một điểm, J. M. Anderson và A. Hinkkanen đã đưa ra một khái niệm

mới về hàm đếm, được gọi là hàm đếm rút gọn và chứng minh một dạng Định

lý cơ bản thứ hai với hàm đếm rút gọn này cho trường hợp mục tiêu là các siêu

phẳng cố định.

Cho f : W→Pn(W) là một đường cong chỉnh hình và (f0, . . . , fn) là một biểu

diễn tối giản của f . Kí hiệu L = L(f0, . . . , fn) là tập hợp tất cả các tổ hợp tuyến

tính không tầm thường của các hàm f0, . . . , fn. Từ Bổ đề 1.4 ta thấy, với mỗi

z0 ∈ W, các bội không điểm có thể có của các hàm thuộc L tại z0 tạo nên một
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dãy thỏa mãn

0 = d0(z0) < d1(z0) < · · · < dn(z0).

Với siêu phẳng H xác định bởi dạng tuyến tính L, hiển nhiên L(f) ∈ L nên tồn

tại j ∈ {0, . . . , n} sao cho bậc không điểm của L(f) tại z0 bằng dj(z0), tức là

ordL(f)(z0) = dj(z0). Ta kí hiệu ν(H, z0) = j và gọi là bội rút gọn tại không điểm

của L(f) tại z0, hay còn gọi là bội rút gọn của f kết hợp với siêu phẳng H tại

z0. Và gọi ε(H, z0) = dj − j là bội dư của L(f) tại z0 hay còn gọi là bội dư của f

kết hợp với siêu phẳng H tại z0.

Định nghĩa 1. Với mỗi r > 0, ta kí hiệu νf(r,H) =
∑
|z|⩽r

ν(H, z). Và hàm

Nf(r,H) =

∫ r

0

νf(t,H)− νf(0, H)

t
dt+ νf(0, H) log r

được gọi là hàm đếm rút gọn của hàm f kết hợp với siêu phẳng H.

Từ định nghĩa ta thấy ν(H, z0) ⩽ min{dj, n} nên νf(r,H) ⩽ nn
f(r,H).

Nf(r,H) ⩽ Nn
f (r,H). (1)

Cho H = {H1, . . . , Hq} là một họ các siêu phẳng ở vị trí tổng quát trong

Pn(W) và Lj là dạng tuyến tính định nghĩa Hj, j = 1, 2, . . . , q. Đặt

H =
L1(f)L2(f) . . . Lq(f)

W
,

trong đó W là định thức Wronskian của f0, . . . , fn. Từ Bổ đề 1.6, với mỗi z0 tùy

ý ta luôn có
∑q

j=1 ε(Hj, z0) ⩽ ordW (z0). Đặt

V(H, z) = ordW (z0)−
q∑

j=1

ε(Hj, z) ⩾ 0.

Và kí hiệu

Vf(r,H) =
∑
|z|⩽r

V(H, z).

Định nghĩa 2. Hàm

Uf(r,H) =

∫ r

0

Vf(t,H)− Vf(0,H)

t
dt− Vf(0,H) log r

được gọi là hàm đếm bội dư tại các không điểm của hàm f kết hợp với họ các siêu

phẳng H.
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Năm 2014, J. M. Anderson và A. Hinkkanen đã chứng minh

Định lý C. Cho f : C → Pn(C) là một đường cong chỉnh hình không suy biến

tuyến tính và H = {H1, . . . , Hq} là một họ gồm q ⩾ n+1 siêu phẳng trong Pn(C)

ở vị trí tổng quát. Khi đó ta có

(q − n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H)−N(r,H)

+O(log r) +O(log Tf(f)), (2)

khi r→∞ nằm ngoài một tập có độ đo tuyến tính hữu hạn.

Chú ý rằng, từ (1) ta thấy hàm đếm bội rút gọn Nf(r,Hj) trong Định lý C nhỏ

hơn so với hàm đếm bội cắt cụt trong công trình của H. Cartan nên nó là một

cải tiến kết quả của H. Cartan. Công trình này sẽ gợi ý cho chúng ta một vấn đề

nghiên cứu mới trong lý thuyết Nevanlinna-Cartan: xem xét các dạng Định lý cơ

bản thứ hai với hàm đếm rút gọn.

Theo hướng nghiên cứu thứ hai, trong luận án này chúng tôi tập trung vào

nghiên cứu ứng dụng của lý thuyết Nevanlinna-Cartan trong vấn đề duy nhất cho

đường cong phân, chỉnh hình. Những kết quả đầu tiên theo hướng nghiên cứu

này thuộc về H. Fujimoto khi ông mở rộng Định lý năm điểm của R. Nevanlinna

cho ánh xạ phân hình. Sau đó, vấn đề này ngay lập tức thu hút sự quan tâm của

nhiều tác giả thu được nhiều kết quả quan trọng.

Cho U là một miền trong W, kí hiệu F là một họ các ánh xạ chỉnh hình khác

hằng từ U vào Pn(W). Họ các siêu mặt D được gọi là tập xác định duy nhất không

kể bội, kí hiệu URSIM (hoặc tập xác định duy nhất kể cả bội, kí hiệu URSCM)

cho họ ánh xạ F nếu với mỗi cặp ánh xạ f, g ∈ F , điều kiện Ef(D) = Eg(D)

(hoặc Ef(D) = Eg(D) tương ứng) kéo theo f ≡ g. Các tập URSIM, URSCM

được gọi chung là tập xác định duy nhất cho họ ánh xạ F .

Trong các công trình H. Fujimoto đã chứng minh sự tồn tại các tập xác định

duy nhất kể cả bội gồm 3n + 2 siêu phẳng ở vị trí tổng quát cho họ các ánh xạ

phân hình phức không suy biến tuyến tính và 2n+3 siêu phẳng ở vị trí tổng quát

cho họ các ánh xạ phân hình phức không suy biến đại số. Năm 1983, L. Smiley

đã chỉ ra sự tồn tại của các tập xác định duy nhất không kể bội gồm 3n+ 2 siêu
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phẳng cho đường cong chỉnh hình phức và H. Fujimoto đã nghiên cứu lại vấn đề

này vào năm 1998. Năm 2006, G. Dethloff và T. V. Tan xem xét vấn đề tương

tự cho trường hợp siêu phẳng di động. Năm 2006, D. D. Thai và S. D. Quang đã

xem xét vấn đề duy nhất trong trường hợp mục tiêu là 3n + 1 siêu phẳng. Năm

2008, M. Dulock và M. Ru và năm 2009, H. T. Phuong đã chứng minh một số kết

quả về vấn đề duy nhất trong trường hợp siêu mặt đối với đường cong chỉnh hình

trên mặt phẳng phức. Năm 2009, Z. Chen, Q. Yan và năm 2010, G. Dethloff, T.

V. Tan chỉ ra các tập duy nhất cho các đường cong chỉnh hình gồm 2n + 3 siêu

phẳng.

Kí hiệu R0 > 1 là một số thực dương hoặc +∞ và

∆ = {z ∈ C :
1

R0
< |z| < R0}

là một hình vành khuyên trong mặt phẳng phức C . Năm 2013, H. T. Phuong và

T. H. Minh đã chứng minh một định lý duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên

hình vành khuyên trong trường hợp mục tiêu là các siêu phẳng ở vị trí tổng quát

và năm 2021, H. T. Phuong và L. Vilaisavanh đã nghiên cứu vấn đề này trong

trường hợp các siêu mặt ở vị trí tổng quát đối với phép nhúng Veronese. Thời

gian gần đây, các tác giả đã tiếp tục phát triển các dạng định duy nhất cho các

lớp đường cong khác nhau với mục tiêu là các siêu phẳng hay siêu mặt, cố định

hay di động. Chú ý rằng, hầu hết các chứng minh của các kết quả về tập xác định

duy nhất đều dựa vào các dạng Định lý cơ bản thứ hai.

Như vậy, việc tiếp tục phát triển các dạng Định lý cơ bản thứ hai bằng cách

thiết lập quan hệ giữa hàm đặc trưng với các dạng hàm đếm và ứng dụng của các

định lý này trong vấn đề duy nhất cho ánh xạ phân, chỉnh hình là thực sự cần

thiết. Hiện nay, những vấn đề nghiên cứu này đang được phát triển mạnh mẽ,

thu hút được sự quan tâm nhiều tác giả và có nhiều công trình được công bố. Sự

lựa chọn đề tài "Về định lý cơ bản thứ hai kiểu Cartan cho hàm đếm rút

gọn và vấn đề duy nhất" của tác giả luận án này cũng nhằm tiếp tục phát

triển thêm một số dạng Định lý cơ bản thứ hai với hàm đếm rút gọn, hàm đếm

bội cắt cụt cho đường cong chỉnh hình trên trường W và xây dựng một số điều

kiện đủ cho vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên.
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2. Mục đích và đối tượng nghiên cứu

• Đối tượng nghiên cứu

Trong luận án này chúng tôi tập trung nghiên cứu về tính chất của đường

cong chỉnh hình trên trường không Acsimet hoặc trên trường các số phức

C và đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên trong mặt phẳng phức.

Đây cũng là các đối tượng nghiên cứu cơ bản của lý thuyết phân bố giá trị

Nevanlinna-Cartan.

• Mục đích nghiên cứu :

Trong luận án này, chúng tôi nghiên cứu theo hai hướng như sau:

Hướng nghiên cứu thứ nhất: Xây dựng một số dạng định lý cơ bản thứ hai

cho đường cong chỉnh hình trên một trường không Acsimet hoặc trong mặt

phẳng phức C với các mục tiêu là siêu phẳng ở vị trí tổng quát hay dưới tổng

quát bằng cách thiết lập quan hệ giữa hàm đặc trưng Nevanlinna-Cartan với

hàm đếm rút gọn.

Hướng nghiên cứu thứ hai: Thiết lập một số điều kiện đủ để hai đường cong

chỉnh hình trên hình vành khuyên là trùng nhau trong trường hợp mục tiêu

là các siêu mặt ở vị trí tổng quát.

3. Tổng quan về luận án

Đối với hướng nghiên cứu thứ nhất, chúng tôi đã xây dựng được một số dạng

Định lý cơ bản thứ hai như sau:

Định lý 1 (Định lý 1.7, Chương 1). Cho f : K→Pn(K) là đường cong chỉnh

hình không suy biến tuyến tính và H = {H1, . . . , Hq} là một họ gồm q ⩾ n + 1

siêu phẳng ở vị trí tổng quát trong Pn(K). Khi đó ta có:

(q − n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H)−N(r,H)

− n(n+ 1)

2
log r +O(1),

khi r→∞ ngoài một tập có độ đo hữu hạn tuyến tính.



8

Định lý 2 (Định lý 2.4, Chương 2). Cho f : K → Pn(K) là một đường

cong chỉnh hình không suy biến tuyến tính và H = {H1, . . . , Hq} là một họ gồm

q ⩾ 2N − n+ 1 siêu phẳng trong Pn(K) ở vị trí N−dưới tổng quát. Khi đó

(q − 2N + n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nf(r,Hj)−
N

n
Uf(r,H)− N

Mn
N(r,Φ)

− (N + 1)n

2
log r +O(1),

khi r→∞ nằm ngoài một tập có độ đo tuyến tính hữu hạn.

Các định lý 1 và 2 là hai dạng Định lý cơ bản thứ hai với hàm đếm rút gọn cho

đường cong chỉnh hình trường không Acsimet K trong hai trường hợp: họ các siêu

phẳng ở vị trí tổng quát và ở vị trí dưới tổng quát trong Pn(K). Đối với đường

cong chỉnh hình trên trường số phức chúng tôi thu được kết quả:

Để chứng minh kết quả về vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên

hình vành khuyên, chúng tôi đã chứng minh một dạng Định lý cơ bản thứ hai với

bội cắt cụt. Cụ thể, cho f : ∆→Pn(C). Ta kí hiệu

Of(r) =

O(log r + log Tf(r)) nếu R = +∞

O(log
1

R0 − r
+ log Tf(r)) nếu R < +∞.

Định lý 3 (Định lý 2.13, Chương 2). Cho f : ∆ → Pn(C) là một đường cong

chỉnh hình không suy biến đại số và Dj, 1 ⩽ j ⩽ q, là các siêu mặt trong Pn(C)

bậc dj tương ứng ở vị trí tổng quát. Gọi d là bội chung nhỏ nhất của các dj và đặt

M =
(
n+d
n

)
− 1. Khi đó, với mỗi 1 < r < R0 và q ⩾ M + 1, ta có

∥ (q −M − 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

1

dj
NM

f (r,Dj) +Of(r). (3)

Định lý 3 là một dạng Định lý cơ bản thứ hai với hàm đếm bội cắt cụt cho

đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên.

Cho D = {Dj, j = 1, . . . , q} là một họ gồm q siêu mặt bậc dj tương ứng ở vị

trí tổng quát. Gọi d là bội chung nhỏ nhất của các dj, kí hiệu

δD := min{d1, . . . , dq}, nD =

(
n+ d

n

)
− 1
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và

B(D) = (d(n+ 1)22n+1 + 1)n.

Cho ánh xạ chỉnh hình f : ∆→Pn(C), ta kí hiệu

Ef(Dj) = {z ∈ ∆ | (Dj, f)(z) = 0 không kể bội}

và đặt

Ef(D) =
⋃

Dj∈D
Ef(Dj).

Các kết quả về vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên

chúng tôi thu được trong luận án này như sau:

Định lý 4 (Định lý 3.2, Chương 3). Cho D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm

q siêu mặt ở vị trí tổng quát và f, g : ∆→Pn(C) là các đường cong chỉnh hình

không suy biến đại số thỏa mãn Of(r) = o(Tf(r)) và Og(r) = o(Tg(r)). Giả sử

rằng

a) Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅ với mỗi i ̸= j ∈ {1, . . . , q};
b) Ef(Dj) ⊂ Eg(Dj) với mỗi j = 1, 2, . . . , q và f(z) = g(z) với mọi z ∈

Ef(D).

c) lim inf
r→R0

∑q
j=1N

1
f (r,Dj)/

∑q
j=1N

1
g (r,Dj) >

M

M + 1
.

Nếu q ⩾ 2M + 3 thì tồn tại một tập con S ⊂ {1, . . . , q} thỏa mãn #S > M + 1

và

(f,Dk)
d/dk

(f,Dl)d/dl
≡ (g,Dk)

d/dk

(g,Dl)d/dl
với mọi k ̸= l ∈ S. (4)

Định lý 4 cho chúng ta một kết quả về vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh

hình không suy biến đại số trên hình vành khuyên chia sẻ một số siêu mặt.

Định lý 5 (Định lý 3.5, Chương 3). Cho f và g là các đường cong chỉnh hình

không suy biến đại số từ ∆ vào Pn(C) thỏa mãn Of(r) = o(Tf(r)) và Og(r) =

o(Tg(r)). Gọi D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm q > n + 1 + 2nB(D)/δD các

siêu mặt ở vị trí tổng quát trong Pn(C) thỏa mãn f(z) = g(z) với mọi z ∈
Ef(D) ∪ Eg(D). Khi đó f ≡ g.

Định lý 6 (Định lý 3.6, Chương 3). Cho f và g là các đường cong chỉnh hình

không suy biến đại số từ ∆ vào Pn(C) thỏa mãn Of(r) = o(Tf(r)) và Og(r) =
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o(Tg(r)). Gọi D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm q > n+ 1+ 2B(D)/δD siêu mặt

ở vị trí tổng quát trong Pn(C) sao cho

(a) f(z) = g(z) với mọi z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D),

(b) Ef(Di)∩Ef(Dj) = ∅ và Eg(Di)∩Eg(Dj) = ∅ với mọi i ̸= j ∈ {1, . . . , q}.
Khi đó f ≡ g.

Các định lý 5, 6 là các điều kiện đại số để xác định duy nhất đối với đường

cong chỉnh hình trên hình vành khuyên với mục tiêu là họ các siêu mặt ở vị trí

tổng quát.

4. Phương pháp nghiên cứu

Trong luận án này chúng tôi sử dụng phương pháp nghiên cứu cơ bản: trên

cơ sở nghiên cứu các tài liệu theo hướng nghiên cứu, chúng tôi phát hiện các vấn

đề mở cần phải giải quyết và sử dụng các kiến thức, kỹ thuật của giải tích phức,

lý thuyết phân bố giá trị Nevanlinna-Cartan, đại số tuyến tính, hình học đại số để

đề xuất những phương pháp phù hợp hoặc sử dụng một số kỹ thuật đã có nhằm

giải quyết các vấn đề đặt ra.

Ngoài việc công bố trên các tạp chí, các kết quả chính của luận án đã được báo

cáo tại :

• Seminar của Bộ môn Giải tích, Khoa Toán, Trường Đại học Sư phạm, Đại

học Thái Nguyên hằng năm.

• Hội nghị Quốc tế về Đại số - Lý thuyết số - Hình học - Tô pô 2019, 04 -

08/12/2019 tại Trường CĐSP Bà Rịa-Vũng Tàu.

• Hội nghị Quốc tế về Đại số - Lý thuyết số - Hình học - Tô pô 2021, 21 - 23

/10/ 2021 tại Trường Đại học Sư phạm, Đại học Thái Nguyên.
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Chương 1

Định lý cơ bản thứ hai với hàm đếm

rút gọn cho đường cong chỉnh hình

trên trường không Acsimet

1.1. Một số kiến thức cơ sở

Gọi K là một trường đóng đại số, có đặc số không, đầy đủ với chuẩn sinh bởi

giá trị tuyệt đối không Acsimet (trường Cp là một ví dụ), W là C hoặc K và kí

hiệu Pn(W) là không gian xạ ảnh n chiều trên W.

Định nghĩa 1.2. Cho f là một đường cong chỉnh hình từ W vào Pn(W), khi đó

tồn tại các hàm chỉnh hình f0, . . . , fn trên W, trong đó có ít nhất một hàm không

đồng nhất bằng không sao cho

f(z) = (f0(z) : · · · : fn(z))

với mọi z /∈ {f0 = · · · = fn = 0}. Ta gọi (f0, . . . , fn) là một biểu diễn của đường

cong f . Nếu các hàm f0, . . . , fn không có không điểm chung trên W thì ta gọi

(f0, . . . , fn) là một biểu diễn tối giản của f .

Định nghĩa 1.3. Một đường cong chỉnh hình f : W→Pn(W) được gọi là suy

biến tuyến tính nếu tồn tại một không gian con tuyến tính thực sự H của Pn(W)

sao cho f(W) ⊂ H. Đường cong f được gọi là suy biến đại số nếu tồn tại một

tập con đại số thực sự G của Pn(W) sao cho f(W) ⊂ G.

ChoX là một không gian con tuyến tính xạ ảnh k chiều (1 ⩽ k ⩽ n) của Pn(W)

và một số nguyên dươngN . Cho {H1, . . . , Hq} là một họ gồm q ⩾ N+1 siêu phẳng

trong Pn(W), trong đó Hj được định nghĩa bởi dạng tuyến tính Lj, 1 ⩽ j ⩽ q.
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Họ {H1, . . . , Hq} được gọi là ở vị trí N−dưới tổng quát đối với X nếu với mọi

tập con {i0, . . . , iN} của {1, . . . , q} gồm N + 1 phần tử, ta có

{x ∈ X : Lij(x) = 0, j = 0, . . . , N} = ∅. (1.1)

Khi k = n, họ các siêu phẳng {H1, . . . , Hq} được gọi là ở vị trí N−dưới tổng quát

(đối với Pn(W)). Khi N = n = k thì họ {H1, . . . , Hq} được gọi là ở vị trí tổng

quát.

1.2. Định lý cơ bản thứ hai kiểu Cartan

Cho f0, . . . , fn là các hàm nguyên, độc lập tuyến tính không có không điểm

chung trên W. Kí hiệu L = L(f0, . . . , fn) là tập hợp tất cả các tổ hợp tuyến tính

không tầm thường của các hàm f0, . . . , fn. Với z0 là một điểm tùy ý trên W, Năm

2014, Anderson và Hinkkanen đã chứng minh:

Bổ đề 1.4. Với mỗi z0 ∈ C, các bội không điểm có thể có tại z0 của các hàm

thuộc L = L(f0, . . . , fn) tạo nên một dãy d0(z0), d1(z0), . . . , dn(z0) thỏa mãn

0 = d0(z0) < d1(z0) < · · · < dn(z0).

Bổ đề 1.4 cho chúng ta một tính chất về các bội có thể có của các hàm thuộc

L = L(f0, . . . , fn) trong trường hợp các hàm chỉnh hình trên C tại một điểm tùy

ý. Chú ý rằng, Bổ đề 1.4 cũng đúng cho trường hợp không Acsimet.

Định nghĩa 1.9. Các số d0(z0), d1(z0), . . . , dn(z0) trong định nghĩa trên được gọi

là dãy các bội đặc trưng của các hàm f0, . . . , fn tại z0.

Bổ đề sau đây cho thấy mối quan hệ giữa Wronskian của các hàm chỉnh hình

và dãy các bội đặc trưng của chúng:

Bổ đề 1.5. Cho f0, . . . , fn là các hàm nguyên trên C không có không điểm chung

và ít nhất một trong chúng khác hằng. Với mỗi z0 ∈ C, gọi d0(z0), . . . , dn(zn) là

dãy các bội đặc trưng của f0, . . . , fn tại z0. Khi đó

i) Nếu W (z0) ̸= 0 thì d0(z0) = 0 < d1(z0) < · · · < dn(z0) = n;

ii) Nếu W (z0) = 0 thì d0(z0) = 0 < d1(z0) < · · · < dn(z0) phụ thuộc vào z0,
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hơn nữa, trong trường hợp này bậc không điểm của W tại z0 bằng
n∑

j=1

dj(z0)−
n(n+ 1)

2
.

Bổ đề 1.5 được chứng minh bởi Anderson và Hinkkanen vào năm 2014 cho

trường hợp các hàm phân hình phức. Chú ý rằng nó vẫn đúng trong trường hợp

các hàm chỉnh hình không Acsimet.

Bổ đề 1.6. Cho f : W→Pn(W) là đường cong chỉnh hình không suy biến tuyến

tính và f = (f0 : · · · : fn) là biểu diễn tối giản của f . Cho N ⩾ n là một số

nguyên. Giả sử H = {H1, . . . , Hq}, q ⩾ N + 1 là một họ các siêu phẳng ở vị trí

N− dưới tổng quát trong Pn(W). Khi đó
q∑

j=1

ε(Hj, z0) ⩽ (N − n+ 1)ordW (z0).

Cho f = (f0 : · · · : fn) : K→Pn(K) là một đường cong chỉnh hình không

Acsimet và H là một siêu phẳng trong Pn(K). Ta kí hiệu

νf(r,H) =
∑
|z|⩽r

ν(H, z).

Định nghĩa 1.10. Hàm

Nf(r,H) =

∫ r

0

νf(t,H)− νf(0, H)

t
dt+ νf(0, H) log r

được gọi là hàm đếm rút gọn của hàm f kết hợp với siêu phẳng H.

Dễ thấy

νf(r,H) ⩽ nn
f(r,H)

Nên ta có

Nf(r,H) ⩽ Nn
f (r,H).

Cho H = {H1, . . . , Hq} là một họ các siêu phẳng H1, . . . , Hq ở vị trí tổng quát

trong Pn(K) và Lj là dạng tuyến tính định nghĩa Hj, j = 1, 2, . . . , q. Đặt

H =
L1(f)L2(f) . . . Lq(f)

W
,

trong đó W là định thức Wronskian của f0, f1, . . . , fn. Từ Bổ đề 1.6, với mỗi z0

tùy ý ta luôn có
q∑

j=1

ε(Hj, z0) ⩽ ordW (z0).
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Đặt

V(H, z) = ordW (z0)−
q∑

j=1

ε(Hj, z) ⩾ 0.

Và kí hiệu

Vf(r,H) =
∑
|z|⩽r

V(H, z).

Định nghĩa 1.11. Hàm

Uf(r,H) =

∫ r

0

Vf(t,H)− Vf(0,H)

t
dt− Vf(0,H) log r

được gọi là hàm đếm bội dư tại các không điểm của hàm f kết hợp với họ các siêu

phẳng H.

Định lý sau đây là một dạng định lý cơ bản thứ hai kiểu Cartan cho đường

cong chỉnh hình không Acsimet với hàm đếm rút gọn.

Định lý 1.7.Cho f = (f0 : · · · : fn) : K→Pn(K) là đường cong chỉnh hình không

suy biến tuyến tính và H = {H1, . . . , Hq} là một họ gồm q ⩾ n+ 1 siêu phẳng ở

vị trí tổng quát trong Pn(K). Khi đó ta có:

(q − n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H)−N(r,H)

− n(n+ 1)

2
log r +O(1),

khi r→∞ ngoài một tập có độ đo hữu hạn tuyến tính.

Chú ý 1.2. Với mỗi đường cong chỉnh hình f và với mỗi siêu phẳng H. Từ định

nghĩa ta dễ dàng nhận thấy

Nf(r,H) ⩽ Nn
f (r,H).

Do đó bất đẳng thức trong Định lý 1.7 của chúng tôi mạnh hơn bất đẳng thức

trong Định lý B của H. H. Khoai và M. V. Tu.
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Chương 2

Một số dạng định lý cơ bản thứ hai cho

đường cong chỉnh hình

2.1. Định lý kiểu Cartan-Nochka cho đường cong trên trường không

Acsimet

Với mỗi một tập hữu hạn R, ta kí hiệu |R| là số các phần tử của R. Năm 1983,

E. I. Nochka đã chứng minh hai kết quả sau liên quan đến họ các siêu mặt ở vị

trí N−dưới tổng quát.

Bổ đề 2.1. Cho q > 2N − n + 1 và {Hj}qj=1 là một họ các siêu phẳng ở vị trí

N−dưới tổng quát trong Pn(C). Kí hiệu Q = {1, 2, . . . , q}. Khi đó tồn tại các số

hữu tỷ dương w(j) thỏa mãn các điều kiện:

i) 0 < w(j) ⩽ 1 với mọi j ∈ Q;

ii) Đặt w∗ = max
j∈Q

w(j), ta có

q∑
j=1

w(j) = w∗(q − 2N + n− 1) + n+ 1;

iii)
n+ 1

2N − n+ 1
⩽ w∗ ⩽

n

N
;

iv) Với mỗi R ⊂ Q thỏa mãn 0 < |R| ⩽ N + 1, ta có∑
j∈R

w(j) ⩽ rank{Hj}j∈R;

Các số hữu tỷ không âm w(j), j = 1, . . . , q, trong Bổ đề 2.1 được gọi là trọng

Nochka và w∗ được gọi là hằng số Nochka.

Bổ đề 2.2. Cho q > 2N − n + 1 và {Hj}qj=1 là một họ các siêu phẳng ở vị trí
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N−dưới tổng quát trong Pn(C). Gọi w(j), j ∈ Q, là các trọng Nochka trong Bổ

đề 2.1. Kí hiệu Q = {1, 2, . . . , q} và Ej ⩾ 1, j ∈ Q, là các số thực tùy ý. Khi đó,

với mỗi R ⊂ Q với 0 < |R| ⩽ N + 1, tồn tại một tập con R0 ⊂ R thỏa mãn

|R0| = rank{Hj}j∈R0
= rank{Hj}j∈R,

và ∏
j∈R

E
w(j)
j ⩽

∏
j∈R0

Ej.

Chú ý rằng các bổ đề 2.1 và 2.2 cũng đúng trong trường hợp họ các siêu mặt

ở vị trí N−dưới tổng quát trong không gian Pn(K).

Cho H là một siêu phẳng trong Pn(K), ta nhắc lại với mỗi z0 ∈ K, ε(H, z0) là

bội dư của Hj ◦ f tại điểm z0, tức là ε(H, z0) = dj(z0)− j ⩾ 0 khi ordHj◦j(z0) =

dj(z0). Ta có bổ đề sau về quan hệ giữa bội không điểm của Wronskian một đường

cong chỉnh hình f và bội dư với trọng Nochka của f kết hợp với một họ các siêu

phẳng.

Bổ đề 2.3. Cho f : K → Pn(K) là một đường cong chỉnh hình không suy biến

tuyến tính và H = {H1, . . . , Hq} là một họ gồm q > 2N −n+1 siêu phẳng trong

Pn(K) ở vị trí N−dưới tổng quát. Gọi w(j), j = 1, . . . , q, là các trọng Nochka

trong Bổ đề 2.1. Khi đó với mỗi z0 ∈ K, ta có
q∑

j=1

w(j)ε(Hj, z0) ⩽ ordWf
(z0). (2.1)

trong đó ordWf
(z0) là bội không điểm của Wf tại z0.

Cho f : K→Pn(K) là một đường cong chỉnh hình, trong đó (f0, . . . , fn) là một

biểu diễn tối giản của f. Cho H = {H1, . . . , Hq} là một họ gồm q ⩾ 2N − n+ 1

siêu phẳng trong Pn(K) ở vị trí N−dưới tổng quát. Gọi w(j), j = 1, . . . , q, là các

trọng Nochka của họ H trong Bổ đề 2.1. Với mỗi z ∈ K, ta kí hiệu

V(H, z) = ordWf
(z0)−

q∑
j=1

w(j)ε(Hj, z),

ở đây Wf = W (f0, . . . , fn). Theo Bổ đề 2.3 ta dễ dàng thấy rằng V(H, z) ⩾ 0.

Với r ⩾ 0 ta đặt

Vf(r,H) =
∑
|z|⩽r

V(H, z)
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và gọi

Uf(r,H) =

∫ r

0

Vf(t,H)− Vf(0,H)

t
dt− Vf(0,H) log r

hàm đếm bội dư với trọng Nochka của đường cong chỉnh hình f kết hợp với họ

siêu phẳng H.

Với mỗi j = 1, . . . , q, giả sử rằng

w(j) = aj/bj

trong đó aj, bj là các số nguyên không âm và bj ̸= 0. Kí hiệu M = b1 . . . bq. Và

đặt

Φ =
L1(f)

Mw(1) . . . Lq(f)
Mw(q)

WM
f

, (2.5)

trong đó Wf = W (f0, . . . , fn). Năm 2023 chúng tôi đã chứng minh một dạng định

lý cơ bản thứ hai với hàm đếm rút gọn cho đường cong chỉnh hình không Acsimet

kết hợp với một họ các siêu phẳng ở vị trí N− dưới tổng quát trong không gian

xạ ảnh Pn(K) như sau:

Định lý 2.4. Cho f : K → Pn(K) là một đường cong chỉnh hình không suy biến

tuyến tính và H = {H1, . . . , Hq} là một họ gồm q ⩾ 2N −n+1 siêu phẳng trong

Pn(K) ở vị trí N−dưới tổng quát. Khi đó

(q − 2N + n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nf(r,Hj)−
N

n
Uf(r,H)− N

Mn
N(r,Φ)

− (N + 1)n

2
log r +O(1),

khi r→∞ nằm ngoài một tập có độ đo tuyến tính hữu hạn.

Chú ý rằng, do Nf(r,Hj) ⩽ Nn
f (r,Hj) với mỗi j = 1, 2, . . . , q, nên Định lý 2.4

của chúng tôi là một cải tiến của định lý cơ bản thứ hai kiểu Cartan-Nochka

(Định lý 1.3) cho đường cong chỉnh hình không Acsimet. Hơn nữa khi họ H ở vị

trí tổng quát N = n thì w(j) = 1 với j = 1, . . . , q, M = 1, Φ = H và hàm đếm

bội dư với trọng Nochka Uf(r,H) trùng với hàm đếm bội dư. Trong trường hợp

này Định lý 2.4 nhận lại Định lý 1.7.
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2.2. Định lý cho đường cong trên hình vành khuyên

Cho R0 > 1 là một số thực dương hoặc bằng +∞, ta gọi

∆ =
{
z ∈ C :

1

R0
< |z| < R0

}
,

là một hình vành khuyên trên C. Với mỗi số thực r thỏa mãn 1 < r < R0, ta kí

hiệu

∆1,r =
{
z ∈ C :

1

r
< |z| ⩽ 1

}
, ∆2,r =

{
z ∈ C : 1 < |z| < r

}
,

∆r =
{
z ∈ C :

1

r
< |z| < r

}
.

Cho D là một siêu mặt trong Pn(C) bậc d và Q là đa thức thuần nhất trong

C[x0, . . . , xn] bậc d định nghĩa D, ta nhắc lại, nếu

Q(z0, . . . , zn) =
nd∑
k=0

akz
ik0
0 . . . ziknn ,

trong đó nd =
(
n+d
n

)
− 1 và ik0 + · · ·+ ikn = d với k = 0, . . . , nd, thì ta kí hiệu

(f,D) = Q(f) =
nd∑
k=0

akf
ik0
0 . . . f ikn

n .

Tiếp theo chúng tôi chứng minh một dạng định lý cơ bản cho đường cong chỉnh

hình trên hình vành khuyên cho hàm đếm bội cắt cụt với mục tiêu là các siêu

mặt ở vị trí tổng quát, cần thiết cho việc chứng minh định lý duy nhất cho đường

cong chỉnh hình trên hình vành khuyên trong Chương 3. Đầu tiên chúng tôi giới

thiệu về Wronskian, giới thiệu và chứng minh một số kiến thức liên quan.

Cho f0, . . . , fn là các hàm chỉnh hình, ta kí hiệu W (f0, . . . , fn) là Wronskian

của các hàm f0, . . . , fn, tức là

W (f0, . . . , fn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f0 f1 · · · fn
f ′
0 f ′

1 · · · f ′
n

...
... . . . ...

f
(n)
0 f

(n)
1 · · · f

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Mệnh đề 2.10. Cho f : ∆ → Pn(C) là một đường cong chỉnh hình không suy

biến tuyến tính và (f0 : · · · : fn) là một biểu diễn tối giản của f . Khi đó với mỗi
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1 < r < R0, ta có

∥ m0

(
r,
W (f0, . . . , fn)

f0 . . . fn

)
= Of(r). (2.27)

Ta nhắc lại rằng D1, . . . , Dq, q > n, trong Pn(C) được gọi là ở vị trí tổng quát

nếu với mọi cách chọn i1, . . . , in+1 ∈ {1, . . . , q}, ta luôn có

n+1⋂
k=1

supp(Dik) = ∅.

Mệnh đề 2.11. Cho D1, . . . , Dq là q siêu mặt trong Pn(C) có bậc giống nhau và

bằng d ở vị trí tổng quát trong Pn(C). Đặt M =
(
n+d
n

)
−1. Khi đó tồn tại (M−n)

siêu mặt T1, . . . , TM−n trong Pn(C) thỏa mãn với mỗi tập con R ⊂ {1, . . . , q} với

#R = rank{Dj}j∈R = n+ 1, thì rank{{Dj}j∈R ∪ {Tj}M−n
j=1 } = M + 1.

Chú ý rằng, trong chứng minh của Mệnh đề 2.11 cho thấy các siêu mặt Tj, j =

1, . . . ,M − n có cùng bậc d.

Năm 2022, H.T. Phuong và L. Vilaisavanh đã chứng minh định lý sau gọi là

định lý cơ bản thứ nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên.

Mệnh đề 2.12. Cho D là một siêu mặt trong Pn(C) có bậc d và f = (f0 : · · · :
fn) : ∆→Pn(C) là một đường cong chỉnh hình mà ảnh của nó không chứa trong

D. Khi đó, với mỗi 1 < r < R0, ta có

mf(r,D) +Nf(r,D) = dTf(r) +O(1).

Bây giờ chúng tôi chứng minh một dạng định lý cơ bản thứ hai cho đường cong

chỉnh hình trên hình vành khuyên kết hợp với các siêu mặt.

Định lý 2.13. Cho f : ∆ → Pn(C) là một đường cong chỉnh hình không suy biến

đại số và Dj, 1 ⩽ j ⩽ q, là các siêu mặt trong Pn(C) bậc dj tương ứng ở vị trí

tổng quát. Gọi d là bội chung nhỏ nhất của các dj và đặt M =
(
n+d
n

)
− 1. Khi đó,

với mỗi 1 < r < R0 và q ⩾ M + 1, ta có

∥ (q −M − 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

1

dj
NM

f (r,Dj) +Of(r). (2.32)
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Chương 3

Định lý duy nhất cho đường cong

chỉnh hình trên hình vành khuyên

3.1. Định lý duy nhất kiểu Chen-Yan

Trong phần này chúng tôi chứng minh một dạng định lý duy nhất kiểu Yan-

Chen cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên. Để chứng minh định lý

duy nhất, chúng ta cần một số kết quả bổ trợ sau:

Mệnh đề 3.1. Cho f : ∆→Pn(C) là một đường cong đại số không suy biến

tuyến tính và D1, D2 là các siêu mặt cùng bậc d. Khi đó,

T0

(
r,
(f,D1)

(f,D2)

)
⩽ dTf(r) +O(1), (3.1)

với mỗi r thỏa mãn 1 < r < R0.

Với f, g : ∆→Pn(C) là các đường cong chỉnh hình không suy biến đại số, ta

đặt

T (r) = Tf(r) + Tg(r).

Với mỗi siêu mặt Dj ∈ D, trong đó D = {D1, . . . , Dq} là một họ các siêu mặt và

số nguyên dương δ, ta đặt

Fj(δ) =
δ−1∑
t=1

(δ − t)N f,=t(r,Dj); Gj(δ) =
δ−1∑
t=1

(δ − t)N g,=t(r,Dj).

Gọi D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm q siêu mặt ở vị trí tổng quát. Ta kí hiệu

bậc của siêu mặt Dj là dj với mỗi j = 1, . . . , q và gọi d là bội chung nhỏ nhất của

các dj. Kí hiệu M =
(
n+d
d

)
− 1. Định lý sau đây là một dạng định lý duy nhất
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kiểu Yan - Chen cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên được chúng

tôi công bố năm 2023.

Định lý 3.2.Cho D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm q siêu mặt ở vị trí tổng quát

và f, g : ∆→Pn(C) là các đường cong chỉnh hình không suy biến đại số thỏa mãn

Of(r) = o(Tf(r)) và Og(r) = o(Tg(r)). Giả sử rằng

a) Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅ với mỗi i ̸= j ∈ {1, . . . , q};
b) Ef(Dj) ⊂ Eg(Dj) với mỗi j = 1, 2, . . . , q và f(z) = g(z) với mọi z ∈

Ef(D).

c) lim inf
r→R0

∑q
j=1N

1
f (r,Dj)/

∑q
j=1N

1
g (r,Dj) >

M

M + 1
.

Nếu q ⩾ 2M + 3 thì tồn tại tập con S ⊂ {1, . . . , q} thỏa mãn #S > M + 1 và

(f,Dk)
d/dk

(f,Dl)d/dl
≡ (g,Dk)

d/dk

(g,Dl)d/dl
với mọi k ̸= l ∈ S. (3.6)

Để chứng minh Định lý 3.2, ta cần các mệnh đề sau

Mệnh đề 3.3. Với các điều kiện của Định lý 3.2 và giả thiết thêm D1, . . . , Dq

có cùng bậc d. Khi đó với mọi số δ > 0 và với mọi k ̸= l ∈ {1, . . . , q} thỏa mãn

Φ =
(f,Dk)

(f,Dl)
− (g,Dk)

(g,Dl)
̸≡ 0, ta có

δN 1
f (r,Dk) + δN 1

f (r,Dl) +
∑
j

N 1
f (r,Dj)

⩽ dT (r) + Fk(δ) + Fl(δ) +Gk(δ) +Gl(δ) +O(1), (3.7)

trong đó 1 < r < R0 và tổng
∑

j được lấy trên tất cả j ∈ {1, . . . , q}\{k, l}.

3.2. Định lý duy nhất kiểu Fujimoto

Để chứng minh kết quả chính, trước hết chúng tôi giới thiệu thêm một số kiến

thức về hàm đếm và một dạng định lý cơ bản thứ hai sử dụng cho chứng minh

các định lý. Cho f là một đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên ∆, D

là một siêu mặt và Q là một đa thức thuần nhất định nghĩa D. Với mỗi số thực

r : 1 < r < R0, với các số nguyên dương k và α, ta định nghĩa
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nα
1,f(r,D,⩽ k) =

∑
z∈∆1,r,0<ordQ(f)(z)⩽k

min{ordQ(f)(z), α},

nα
2,f(r,D ⩽ k) =

∑
z∈∆2,r,0<ordQ(f)(z)⩽k

min{ordQ(f)(z), α}

và

Nα
1,f(r,D,⩽ k) =

∫ 1

r−1

nα
1,f(t,D,⩽ k)

t
dt,

Nα
2,f(r,D,⩽ k) =

∫ r

1

nα
2,f(t,D,⩽ k)

t
dt.

Ta đặt

Nα
f,⩽k(r,D) = Nα

f (r,D,⩽ k) := Nα
1,f(r,D,⩽ k) +Nα

2,f(r,D,⩽ k).

Tương tự ta kí hiệu

nα
1,f(r,D,⩾ k) =

∑
z∈∆1,r,ordQ(f)(z)⩾k

min{ordQ(f)(z), α},

nα
2,f(r,D ⩾ k) =

∑
z∈∆2,r,ordQ(f)(z)⩾k

min{ordQ(f)(z), α}.

Ta định nghĩa

Nα
1,f(r,D,⩾ k) =

∫ 1

r−1

nα
1,f(t,D,⩾ k)

t
dt,

Nα
2,f(r,D,⩾ k) =

∫ r

1

nα
2,f(t,D,⩾ k)

t
dt.

Đặt

Nα
f,⩾k(r,D) = Nα

f (r,D,⩾ k) := Nα
1,f(r,D,⩾ k) +Nα

2,f(r,D,⩾ k).

Dễ dàng thấy rằng

Nα
f (r,D) = Nα

f (r,D,⩽ k) +Nα
f (r,D,⩾ k + 1)

đúng với mọi số α và k.

Mệnh đề sau là một dạng định lý cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh hình

được H.T. Phuong và L. Vilaisavanh chứng minh năm 2022, cần thiết cho việc

chứng minh các dạng định lý duy nhất trong phần này.
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Mệnh đề 3.4. Cho f : ∆ → Pn(C) là một đường cong chỉnh hình không suy

biến đại số, và Dj, 1 ⩽ j ⩽ q, là các siêu mặt trong Pn(C) bậc dj ở vị trí tổng

quát. Gọi d là bội chung nhỏ nhất của các số d1, d2, . . . , dq. Với 0 < ε < 1 và

α ⩾
(
d[(n+ 1)22n)ε−1] + 1

)n
.

Khi đó với mỗi 1 < r < R, ta có

∥ (q − (n+ 1)− ε)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

d−1
j Nα

f (r,Dj) +Of(r).

Cho D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm q siêu mặt ở vị trí tổng quát. Với mỗi

j = 1, . . . , q, kí hiệu dj là bậc của Dj và gọi d là bội chung nhỏ nhất của các dj.

Đặt δD := min{d1, . . . , dq} và M = (d(n + 1)22n+1 + 1)n. Hai định lý sau là các

dạng định lý duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên kiểu

Fujimoto.

Định lý 3.5. Cho f và g là các đường cong chỉnh hình không suy biến đại số

từ ∆ vào Pn(C) thỏa mãn Of(r) = o(Tf(r)) và Og(r) = o(Tg(r)). Gọi D =

{D1, . . . , Dq} là một họ gồm q > n+1+2Mn/δD các siêu mặt ở vị trí tổng quát

trong Pn(C) thỏa mãn f(z) = g(z) với mọi z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D). Khi đó f ≡ g.

Định lý 3.6. Cho f và g là các đường cong chỉnh hình không suy biến đại số

từ ∆ vào Pn(C) thỏa mãn Of(r) = o(Tf(r)) và Og(r) = o(Tg(r)). Gọi D =

{D1, . . . , Dq} là một họ gồm q > n+1+2M/δD siêu mặt ở vị trí tổng quát trong

Pn(C) sao cho

(a) f(z) = g(z) với mọi z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D),

(b) Ef(Di)∩Ef(Dj) = ∅ và Eg(Di)∩Eg(Dj) = ∅ với mọi i ̸= j ∈ {1, . . . , q}.
Khi đó f ≡ g.
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KẾT LUẬN

Trong luận án này chúng tôi đã nghiên cứu một số dạng Định lý cơ bản với

hàm đếm rút gọn hay hàm đếm bội cắt cụt cho đường cong chỉnh hình trên hình

trên trường W và vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình vành

khuyên trong mặt phẳng phức C.

Các kết quả chính của luận án bao gồm:

1. Chứng minh hai dạng Định lý cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh hình

trên trường không Acsimet với hàm đếm rút gọn trong hai trường hợp mục tiêu

là các siêu phẳng ở vị trí tổng quát (Định lý 1.7) và ở vị trí dưới tổng quát (Định

lý 2.4).

2. Xây dựng một dạng Định lý cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh hình trên

trường phức C trong trường hợp đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên

không suy biến đại số với hàm đếm bội cắt cụt kết hợp với các siêu mặt ở vị trí

tổng quát (Định lý 2.13).

3. Đưa ra ba định lý mới về vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên

hình vành khuyên với mục tiêu là các siêu mặt ở vị trí tổng quát (các định lý 3.2,

3.5, 3.6).

Chúng tôi đề xuất một số hướng nghiên cứu tiếp theo:

1. Nghiên cứu một số Định lý cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh hình với

rút gọn trong các trường hợp khác nhau của mục tiêu.

2. Sử dụng các kết quả về các dạng Định lý cơ bản thứ hai với rút gọn để

nghiên cứu vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình.
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