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Mð �¦u

1. Làch sû nghi¶n cùu v  lþ do chån �· t i

Trong nhúng n«m g¦n �¥y, Lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà cho �÷íng cong

ch¿nh h¼nh, hay cán gåi l  Lþ thuy¸t Nevanlinna-Cartan �¢ thu hót �÷ñc

sü quan t¥m nghi¶n cùu cõa nhi·u nh  to¡n håc trong v  ngo i n÷îc.

�÷ñc xem nh÷ b­t �¦u bði c¡c cæng tr¼nh cõa H. Cartan v o n«m 1933

khi Æng x¥y düng c¡c d¤ng �ành lþ cì b£n thù nh§t v  thù hai cho �÷íng

cong ch¿nh h¼nh, Lþ thuy¸t Nevanlinna-Cartan �÷ñc �¡nh gi¡ l  mët trong

nhúng th nh tüu s¥u s­c, �µp �³ v  câ nhi·u ùng döng trong c¡c l¾nh vüc

kh¡c nhau cõa To¡n håc nh÷ v§n �· duy nh§t cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh,

t½nh suy bi¸n cõa �÷íng cong �¤i sè, lþ thuy¸t h» �ëng lüc, ph÷ìng tr¼nh

vi ph¥n phùc v  mët sè l¾nh kh¡c.

K½ hi»u K tr÷íng �âng �¤i sè, câ �°c sè khæng, �¦y �õ vîi chu©n sinh

bði gi¡ trà tuy»t �èi khæng Acsimet, W l  C ho°c K v  Pn(W) l  khæng

gian x¤ £nh n chi·u tr¶n W. Vîi �÷íng cong ch¿nh h¼nh f : C −→ Pn(C)

câ mët biºu di¹n tèi gi£n l  (f0, . . . , fn), h m

Tf(r) =
1

2π

∫ 2π

0
log ‖f(reiθ)‖dθ

�÷ñc gåi l  h m �°c tr÷ng Nevanlinna-Cartan cõa �÷íng cong f , trong

�â ‖f(z)‖ = max{|f0(z)|, . . . , |fn(z)|}.
Cho H l  mët si¶u ph¯ng, L l  mët d¤ng tuy¸n t½nh x¡c �ành H v  M

l  mët sè nguy¶n d÷ìng. Ta gåi nf(r,H) v  nMf (r,H) l¦n l÷ñt l  sè khæng

�iºm cõa L(f)(z) trong �¾a {|z| 6 r}, t÷ìng ùng kº c£ bëi hay bëi c­t cöt
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bði M . H m

Nf(r,H) = Nf(r, L) =

∫ r

0

nf(t,H)− nf(0, H)

t
dt+ nf(0, H) log r

�÷ñc gåi l  h m �¸m kº c£ bëi v  h m

NM
f (r,H) = NM

f (r, L) =

∫ r

0

nMf (t,H)− nMf (0, H)

t
dt+ nMf (0, H) log r

�÷ñc gåi l  h m �¸m bëi c­t cöt bði M cõa �÷íng cong f k¸t hñp vîi si¶u

ph¯ng H.

N«m 1933, H. Cartan �¢ chùng minh mët d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai

cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n m°t ph¯ng phùc nh÷ sau:

�ành lþ A ([6]). Cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh

f : C −→ Pn(C) v  q si¶u ph¯ng H1, . . . , Hq ð và tr½ têng qu¡t trong Pn(C).

Khi �â b§t �¯ng thùc

(q − n− 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

Nn
f (r,Hj) + o(Tf(r))

�óng vîi måi r > 0 �õ lîn n¬m ngo i mët tªp câ �ë �o Lebesgue húu h¤n.

�ành lþ A cho ta mët quan h» giúa h m �°c tr÷ng cõa �÷íng cong ch¿nh

h¼nh khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh vîi c¡c h m �¸m bëi c­t cöt vîi möc ti¶u

l  c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t. Cæng tr¼nh n y cõa H. Cartan �÷ñc

�¡nh gi¡ h¸t sùc quan trång, mð ra mët h÷îng nghi¶n cùu mîi cho vi»c

ph¡t triºn lþ thuy¸t Nevanlinna - nghi¶n cùu c¡c d¤ng �ành lþ cì b£n thù

hai cho ¡nh x¤ ph¥n h¼nh, ch¿nh h¼nh v  c¡c ùng döng cõa nâ. C¡c k¸t

qu£ nghi¶n cùu theo h÷îng n y trong thíi gian g¦n �¥y tªp trung v o hai

v§n �·:

1. X¥y düng c¡c d¤ng cõa �ành lþ cì b£n thù hai cho �÷íng cong ch¿nh

h¼nh tø Wp ho°c mët mi·n trong Wp v o Pn(W) ho°c mët �a t¤p �¤i sè x¤

£nh trong Pn(W) vîi möc ti¶u l  c¡c si¶u ph¯ng, si¶u m°t cè �ành ho°c di

�ëng, b¬ng c¡ch thi¸t lªp quan h» giúa h m �°c tr÷ng Nevanlinna-Cartan

vîi c¡c h m x§p x¿ ho°c c¡c d¤ng h m �¸m kh¡c nhau.
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2. Nghi¶n cùu c¡c ùng döng cõa c¡c d¤ng cõa �ành lþ cì b£n thù hai

trong c¡c l¾nh vüc kh¡c nhau cõa to¡n håc, ch¯ng h¤n, t½nh ch§t cõa sè

khuy¸t, v§n �· duy nh§t cho h m hay �÷íng cong ch¿nh h¼nh, sü suy bi¸n

cõa c¡c �÷íng cong �¤i sè v  mët sè l¾nh vüc kh¡c.

Theo h÷îng nghi¶n cùu thù nh§t, ti¸p nèi cæng tr¼nh cõa H. Cartan,

�¢ câ nhi·u t¡c gi£ x¥y düng c¡c d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai b¬ng c¡ch

thi¸t lªp c¡c quan h» b§t �¯ng thùc giúa h m �°c tr÷ng cõa mët �÷íng

cong ch¿nh h¼nh vîi c¡c x§p x¿ v  h m �¸m khæng kº bëi hay h m �¸m

bëi c­t cöt. Cö thº, n«m 1983, E. I. Nochka ([33]) �¢ chùng minh mët

mð rëng cõa �ành lþ A cho tr÷íng hñp hå c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ d÷îi

têng qu¡t trong khæng gian x¤ £nh phùc Pn(C). N«m 1995, H. H. Khoai

v  M. V. Tu �¢ nghi¶n cùu �ành lþ A cho tr÷íng hñp �÷íng cong ch¿nh

h¼nh tr¶n tr÷íng K v  thu �÷ñc k¸t qu£:

�ành lþ B ([26]). Cho f : K → Pn(K) l  mët �÷íng cong khæng suy

bi¸n tuy¸n t½nh v  H1, . . . , Hq c¡c si¶u ph¯ng ph¥n bi»t Pn(K) ð và tr½ têng

qu¡t. Khi �â

(q − n− 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

Nn
f (r,Hj)−

n(n+ 1)

2
log r +O(1).

Trong [21], P. C. Hu v  C. C. Yang �¢ mð rëng k¸t qu£ cõa H. H. Khoai

v  M. V. Tu cho tr÷íng hñp hå si¶u ph¯ng ð và tr½ d÷îi têng qu¡t. Trong

nhúng n«m g¦n �¥y, câ r§t nhi·u t¡c gi£ trong v  ngo i n÷îc �¢ nghi¶n

cùu c¡c d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh tø Wm

hay mët mi·n tr¶n Wm v o Pn(W) hay mët �a t¤p �¤i sè x¤ £nh trong

W, trong c¡c tr÷íng hñp möc ti¶u l  c¡c si¶u ph¯ng hay si¶u m°t cè �ành

hay di �ëng, vîi c¡c d¤ng h m �¸m kh¡c nhau. Ch¯ng h¤n M. Ru ([42],

[43]), Q. M. Yan v  Z. H. Chen ([51]), G. Dethloff, T. V. Tan, D. D.

Thai ([12]), D. D. Thai, S. D. Quang ([48]), L. Shi ([45]), T. T. H. An v 

H. T. Phuong ([2]), H. T. Phuong v  N. V. Thin ([39]), H. T. Phuong v 
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L. Vilaisavanh ([41]), P. C. Hu, N. V. Thin ([23]) v  nhi·u t¡c gi£ kh¡c.

N«m 2014, düa tr¶n c¡c nghi¶n cùu v· bëi khæng �iºm cõa c¡c tê hñp

tuy¸n t½nh khæng t¦m th÷íng cõa mët hå húu h¤n c¡c h m ch¿nh h¼nh

tr¶n m°t ph¯ng phùc t¤i mët �iºm, J. M. Anderson v  A. Hinkkanen ([4])

�¢ �÷a ra mët kh¡i ni»m mîi v· h m �¸m, �÷ñc gåi l  h m �¸m rót gån

v  chùng minh mët d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai vîi h m �¸m rót gån

n y cho tr÷íng hñp möc ti¶u l  c¡c si¶u ph¯ng cè �ành. Cö thº nh÷ sau:

Cho f : W −→ Pn(W) l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh v  (f0, . . . , fn) l 

mët biºu di¹n tèi gi£n cõa f . K½ hi»u L = L(f0, . . . , fn) l  tªp hñp t§t

c£ c¡c tê hñp tuy¸n t½nh khæng t¦m th÷íng cõa c¡c h m f0, . . . , fn. Tø

Bê �· 1.4 ta th§y, vîi méi z0 ∈W, c¡c bëi khæng �iºm câ thº câ cõa c¡c

h m thuëc L t¤i z0 t¤o n¶n mët d¢y thäa m¢n

0 = d0(z0) < d1(z0) < · · · < dn(z0).

Vîi si¶u ph¯ng H x¡c �ành bði d¤ng tuy¸n t½nh L, hiºn nhi¶n L(f) ∈ L
n¶n tçn t¤i j ∈ {0, . . . , n} sao cho bªc khæng �iºm cõa L(f) t¤i z0 b¬ng

dj(z0), tùc l  ordL(f)(z0) = dj(z0). Ta k½ hi»u ν(H, z0) = j v  gåi l  bëi rót

gån t¤i khæng �iºm cõa L(f) t¤i z0, hay cán gåi l  bëi rót gån cõa f k¸t

hñp vîi si¶u ph¯ng H t¤i z0. Ta gåi ε(H, z0) = dj − j l  bëi d÷ cõa L(f)

t¤i z0 hay cán gåi l  bëi d÷ cõa f k¸t hñp vîi si¶u ph¯ng H t¤i z0.

�ành ngh¾a 1 ([4]). Vîi méi r > 0, ta k½ hi»u νf(r,H) =
∑
|z|6r

ν(H, z). V 

h m

Nf(r,H) =

∫ r

0

νf(t,H)− νf(0, H)

t
dt+ νf(0, H) log r

�÷ñc gåi l  h m �¸m rót gån cõa h m f k¸t hñp vîi si¶u ph¯ng H.

Tø �ành ngh¾a ta th§y ν(H, z0) 6 min{dj, n} n¶n νf(r,H) 6 nnf(r,H).

Nf(r,H) 6 Nn
f (r,H). (1)

Cho H = {H1, . . . , Hq} l  mët hå c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t



5

trong Pn(W) v  Lj l  d¤ng tuy¸n t½nh �ành ngh¾a Hj, j = 1, 2, . . . , q. �°t

H =
L1(f)L2(f) . . . Lq(f)

W
,

trong �â W l  �ành thùc Wronskian cõa f0, . . . , fn. Tø Bê �· 1.6, vîi méi

z0 tòy þ ta luæn câ
∑q

j=1 ε(Hj, z0) 6 ordW (z0). �°t

V(H, z) = ordW (z0)−
q∑
j=1

ε(Hj, z) > 0.

V  k½ hi»u

Vf(r,H) =
∑
|z|6r

V(H, z).

�ành ngh¾a 2 ([4]). H m

Uf(r,H) =

∫ r

0

Vf(t,H)− Vf(0,H)

t
dt− Vf(0,H) log r

�÷ñc gåi l  h m �¸m bëi d÷ t¤i c¡c khæng �iºm cõa h m f k¸t hñp vîi hå

c¡c si¶u ph¯ng H.
N«m 2014, J. M. Anderson v  A. Hinkkanen �¢ chùng minh

�ành lþ C ([4])Cho f : C→ Pn(C) l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng

suy bi¸n tuy¸n t½nh v  H = {H1, . . . , Hq} l  mët hå gçm q > n + 1 si¶u

ph¯ng trong Pn(C) ð và tr½ têng qu¡t. Khi �â ta câ

(q − n− 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H)−N(r,H)

+O(log r) +O(log Tf(f)), (2)

khi r −→∞ n¬m ngo i mët tªp câ �ë �o tuy¸n t½nh húu h¤n.

Chó þ r¬ng, tø (1) ta th§y h m �¸m rót gån Nf(r,Hj) trong �ành lþ C

nhä hìn so vîi h m �¸m bëi c­t cöt trong cæng tr¼nh cõa H. Cartan n¶n

nâ l  mët c£i ti¸n k¸t qu£ cõa H. Cartan. Cæng tr¼nh n y s³ gñi þ cho

chóng ta mët v§n �· nghi¶n cùu mîi trong lþ thuy¸t Nevanlinna-Cartan:

xem x²t c¡c d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai vîi h m �¸m rót gån.
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Theo h÷îng nghi¶n cùu thù hai, trong luªn ¡n n y chóng tæi tªp trung

v o nghi¶n cùu ùng döng cõa lþ thuy¸t Nevanlinna-Cartan trong v§n �·

duy nh§t cho �÷íng cong ph¥n, ch¿nh h¼nh. Nhúng k¸t qu£ �¦u ti¶n theo

h÷îng nghi¶n cùu n y thuëc v· H. Fujimoto ([14]) khi æng mð rëng �ành

lþ n«m �iºm cõa R. Nevanlinna cho ¡nh x¤ ph¥n h¼nh. Sau �â, v§n �·

n y ngay lªp tùc thu hót sü quan t¥m cõa nhi·u t¡c gi£ thu �÷ñc nhi·u

k¸t qu£ quan trång.

Cho U l  mët mi·n trong W, k½ hi»u F l  mët hå c¡c ¡nh x¤ ch¿nh h¼nh

kh¡c h¬ng tø U v o Pn(W). Hå c¡c si¶u m°t D �÷ñc gåi l  tªp x¡c �ành

duy nh§t khæng kº bëi, k½ hi»u URSIM (ho°c tªp x¡c �ành duy nh§t kº c£

bëi, k½ hi»u URSCM) cho hå ¡nh x¤ F n¸u vîi méi c°p ¡nh x¤ f, g ∈ F ,
�i·u ki»n Ef(D) = Eg(D) (ho°c Ef(D) = Eg(D) t÷ìng ùng) k²o theo

f ≡ g. C¡c tªp URSIM, URSCM �÷ñc gåi chung l  tªp x¡c �ành duy nh§t

cho hå ¡nh x¤ F .
Trong c¡c cæng tr¼nh [14], [15], H. Fujimoto �¢ chùng minh sü tçn t¤i

c¡c tªp x¡c �ành duy nh§t kº c£ bëi gçm 3n+ 2 si¶u ph¯ng ð và tr½ têng

qu¡t cho hå c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh phùc khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh v 

2n + 3 si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t cho hå c¡c ¡nh x¤ ph¥n h¼nh phùc

khæng suy bi¸n �¤i sè. N«m 1983, L. Smiley ([46]) �¢ ch¿ ra sü tçn t¤i cõa

c¡c tªp x¡c �ành duy nh§t khæng kº bëi gçm 3n+ 2 si¶u ph¯ng cho �÷íng

cong ch¿nh h¼nh phùc v  H. Fujimoto ([16]) �¢ nghi¶n cùu l¤i v§n �· n y

v o n«m 1998. N«m 2006, G. Dethloff v  T. V. Tan ([10]) xem x²t v§n

�· t÷ìng tü cho tr÷íng hñp si¶u ph¯ng di �ëng. N«m 2006, D. D. Thai

v  S. D. Quang ([47]) �¢ xem x²t v§n �· duy nh§t trong tr÷íng hñp möc

ti¶u l  3n+ 1 si¶u ph¯ng. N«m 2008, M. Dulock v  M. Ru ([13]) v  n«m

2009, H. T. Phuong ([35]) �¢ chùng minh mët sè k¸t qu£ v· v§n �· duy

nh§t trong tr÷íng hñp si¶u m°t �èi vîi �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n m°t

ph¯ng phùc. N«m 2009, Z. Chen, Q. Yan ([8]) v  n«m 2010, G. Dethloff,
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T. V. Tan ([11]) ch¿ ra c¡c tªp duy nh§t cho c¡c �÷íng cong ch¿nh h¼nh

gçm 2n+ 3 si¶u ph¯ng.

K½ hi»u R0 > 1 l  mët sè thüc d÷ìng ho°c +∞ v 

∆ = {z ∈ C :
1

R0
< |z| < R0}

l  mët h¼nh v nh khuy¶n trong m°t ph¯ng phùc C. N«m 2013, H. T.

Phuong v  T. H. Minh ([38]) �¢ chùng minh mët �ành lþ duy nh§t cho

�÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n trong tr÷íng hñp möc ti¶u

l  c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t v  n«m 2021, H. T. Phuong v  L.

Vilaisavanh ([41]) �¢ nghi¶n cùu v§n �· n y trong tr÷íng hñp c¡c si¶u

m°t ð và tr½ têng qu¡t �èi vîi ph²p nhóng Veronese. Thíi gian g¦n �¥y,

c¡c t¡c gi£ �¢ ti¸p töc ph¡t triºn c¡c d¤ng �ành lþ duy nh§t cho c¡c lîp

�÷íng cong kh¡c nhau vîi möc ti¶u l  c¡c si¶u ph¯ng hay si¶u m°t, cè

�ành hay di �ëng. Chó þ r¬ng, h¦u h¸t c¡c chùng minh cõa c¡c k¸t qu£

v· tªp x¡c �ành duy nh§t �·u düa v o c¡c d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai.

Nh÷ vªy, vi»c ti¸p töc ph¡t triºn c¡c d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai b¬ng

c¡ch thi¸t lªp quan h» giúa h m �°c tr÷ng vîi c¡c d¤ng h m �¸m v  ùng

döng cõa c¡c �ành lþ n y trong v§n �· duy nh§t cho ¡nh x¤ ph¥n, ch¿nh

h¼nh l  thüc sü c¦n thi¸t. Hi»n nay, nhúng v§n �· nghi¶n cùu n y �ang

�÷ñc ph¡t triºn m¤nh m³, thu hót �÷ñc sü quan t¥m nhi·u t¡c gi£ v  câ

nhi·u cæng tr¼nh �÷ñc cæng bè. Sü lüa chån �· t i "V· �ành lþ cì b£n

thù hai kiºu Cartan cho h m �¸m rót gån v  v§n �· duy nh§t"

cõa t¡c gi£ luªn ¡n n y công nh¬m ti¸p töc ph¡t triºn th¶m mët sè d¤ng

�ành lþ cì b£n thù hai vîi h m �¸m rót gån, h m �¸m bëi c­t cöt cho

�÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n tr÷íng W v  x¥y düng mët sè �i·u ki»n �õ

cho v§n �· duy nh§t cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n.

2. Möc �½ch v  �èi t÷ñng nghi¶n cùu

• �èi t÷ñng nghi¶n cùu
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Trong luªn ¡n n y chóng tæi tªp trung nghi¶n cùu v· t½nh ch§t cõa

�÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n tr÷íng khæng Acsimet ho°c tr¶n tr÷íng

c¡c sè phùc C v  �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n trong

m°t ph¯ng phùc. �¥y công l  c¡c �èi t÷ñng nghi¶n cùu cì b£n cõa lþ

thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà Nevanlinna-Cartan.

• Möc �½ch nghi¶n cùu :

Trong luªn ¡n n y, chóng tæi nghi¶n cùu theo hai h÷îng nh÷ sau:

H÷îng nghi¶n cùu thù nh§t: X¥y düng mët sè d¤ng �ành lþ cì b£n

thù hai cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n mët tr÷íng khæng Acsimet

ho°c trong m°t ph¯ng phùc C vîi c¡c möc ti¶u l  si¶u ph¯ng ð và tr½

têng qu¡t hay d÷îi têng qu¡t b¬ng c¡ch thi¸t lªp quan h» giúa h m

�°c tr÷ng Nevanlinna-Cartan vîi h m �¸m rót gån.

H÷îng nghi¶n cùu thù hai: Thi¸t lªp mët sè �i·u ki»n �õ �º hai

�÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n l  tròng nhau trong

tr÷íng hñp möc ti¶u l  c¡c si¶u m°t ð và tr½ têng qu¡t.

3. Têng quan v· luªn ¡n

�èi vîi h÷îng nghi¶n cùu thù nh§t, chóng tæi �¢ x¥y düng �÷ñc mët sè

d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai nh÷ sau:

�ành lþ 1 (�ành lþ 1.7, Ch÷ìng 1). Cho f : K −→ Pn(K) l  �÷íng

cong ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh v  H = {H1, . . . , Hq} l  mët

hå gçm q > n+ 1 si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t trong Pn(K). Khi �â ta câ:

(q − n− 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H)−N(r,H)

− n(n+ 1)

2
log r +O(1),

khi r −→∞ ngo i mët tªp câ �ë �o húu h¤n tuy¸n t½nh.
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�ành lþ 2 (�ành lþ 2.4, Ch÷ìng 2). Cho f : K → Pn(K) l  mët

�÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh v  H = {H1, . . . , Hq} l 
mët hå gçm q > 2N −n+ 1 si¶u ph¯ng trong Pn(K) ð và tr½ N−d÷îi têng
qu¡t. Khi �â

(q − 2N + n− 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

Nf(r,Hj)−
N

n
Uf(r,H)− N

Mn
N(r,Φ)

− (N + 1)n

2
log r +O(1),

khi r −→∞ n¬m ngo i mët tªp câ �ë �o tuy¸n t½nh húu h¤n.

C¡c �ành lþ 1 v  2 l  hai d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai vîi h m �¸m rót

gån cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr÷íng khæng Acsimet K trong hai tr÷íng

hñp: hå c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t v  ð và tr½ d÷îi têng qu¡t trong

Pn(K). Nh÷ �¢ nâi trong lþ do chån �· t i, h m �¸m rót gån cõa trong

k¸t qu£ cõa chóng tæi nhä hìn so vîi h m �¸m bëi c­t cöt trong c¡c cæng

tr¼nh H. H. Khoai, M. V. Tu ([26]) v  P. C. Hu v  C. C. Yang ([21]), n¶n

c¡c b§t �¯ng thùc trong c¡c k¸t qu£ cõa chóng tæi l  tèt hìn so vîi c¡c

cæng tr¼nh tr÷îc �¥y. �ành lþ 1 �÷ñc chóng tæi cæng bè trong B i b¡o [2]

v  �ành lþ 2 �÷ñc vi¸t trong B£n th£o [1] trong Danh möc Cæng tr¼nh

cõa t¡c gi£ li¶n quan �¸n luªn ¡n.

�º chùng minh k¸t qu£ v· v§n �· duy nh§t cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh

tr¶n h¼nh v nh khuy¶n, chóng tæi �¢ chùng minh mët d¤ng �ành lþ cì

b£n thù hai vîi bëi c­t cöt. Cö thº, cho f : ∆ −→ Pn(C). Ta k½ hi»u

Of(r) =

O(log r + log Tf(r)) n¸u R = +∞
O(log

1

R0 − r
+ log Tf(r)) n¸u R < +∞.

�ành lþ 3 (�ành lþ 2.13, Ch÷ìng 2). Cho f : ∆ → Pn(C) l  mët

�÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n �¤i sè v  Dj, 1 6 j 6 q, l  c¡c si¶u

m°t trong Pn(C) bªc dj t÷ìng ùng ð và tr½ têng qu¡t. Gåi d l  bëi chung

nhä nh§t cõa c¡c dj v  �°t M =
(
n+d
n

)
− 1. Khi �â, vîi méi 1 < r < R0
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v  q >M + 1, ta câ

‖ (q −M − 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

1

dj
NM
f (r,Dj) +Of(r). (3)

�ành lþ 3 l  mët d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai vîi h m �¸m bëi c­t cöt

cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n, �÷ñc chóng tæi chùng

minh trong B i b¡o [3] trong Danh möc Cæng tr¼nh cõa t¡c gi£ li¶n quan

�¸n luªn ¡n. Chó þ r¬ng, B§t �¯ng thùc (3) ch÷a ph£i thüc sü tèt, nh÷ng

bëi c­t cöt cõa h m �¸m trong v¸ tr¡i cõa (3) kh¡ nhä, �i·u n y mang

l¤i hi»u qu£ cho vi»c x¥y düng c¡c k¸t qu£ v· v§n �· duy nh§t.

Cho D = {Dj, j = 1, . . . , q} l  mët hå gçm q si¶u m°t bªc dj t÷ìng ùng

ð và tr½ têng qu¡t. Gåi d l  bëi chung nhä nh§t cõa c¡c dj, k½ hi»u

δD := min{d1, . . . , dq}, nD =

(
n+ d

n

)
− 1

v 

B(D) = (d(n+ 1)22n+1 + 1)n.

Cho ¡nh x¤ ch¿nh h¼nh f : ∆ −→ Pn(C), ta k½ hi»u

Ef(Dj) = {z ∈ ∆ | (Dj, f)(z) = 0 khæng kº bëi}

v  �°t

Ef(D) =
⋃
Dj∈D

Ef(Dj).

C¡c k¸t qu£ v· v§n �· duy nh§t cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh

v nh khuy¶n chóng tæi thu �÷ñc trong luªn ¡n n y nh÷ sau:

�ành lþ 4 (�ành lþ 3.2, Ch÷ìng 3). Cho D = {D1, . . . , Dq} l  mët

hå gçm q si¶u m°t ð và tr½ têng qu¡t v  f, g : ∆ −→ Pn(C) l  c¡c �÷íng

cong ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n �¤i sè thäa m¢n Of(r) = o(Tf(r)) v 

Og(r) = o(Tg(r)). Gi£ sû r¬ng

a) Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅ vîi méi i 6= j ∈ {1, . . . , q};
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b) Ef(Dj) ⊂ Eg(Dj) vîi méi j = 1, 2, . . . , q v  f(z) = g(z) vîi måi

z ∈ Ef(D).

c) lim inf
r−→R0

∑q
j=1N

1
f (r,Dj)/

∑q
j=1N

1
g (r,Dj) >

M

M + 1
.

N¸u q > 2M + 3 th¼ tçn t¤i mët tªp con S ⊂ {1, . . . , q} thäa m¢n #S >

M + 1 v 

(f,Dk)
d/dk

(f,Dl)d/dl
≡ (g,Dk)

d/dk

(g,Dl)d/dl
vîi måi k 6= l ∈ S. (4)

�ành lþ 4 cho chóng ta mët k¸t qu£ v· v§n �· duy nh§t cho �÷íng cong

ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n �¤i sè tr¶n h¼nh v nh khuy¶n chia s´ mët sè

si¶u m°t. Chó þ r¬ng khi Dj, j = 1, . . . , q, l  c¡c si¶u ph¯ng th¼ M = n v 

ta s³ câ f = g tø Kh¯ng �ành (4), nh÷ vªy k¸t qu£ chóng tæi l  mët mð

rëng k¸t qu£ cõa H. T. Phuong v  T. H. Minh trong [38].

�ành lþ 5 (�ành lþ 3.5, Ch÷ìng 3). Cho f v  g l  c¡c �÷íng cong

ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n �¤i sè tø ∆ v o Pn(C) thäa m¢n Of(r) =

o(Tf(r)) v  Og(r) = o(Tg(r)). Gåi D = {D1, . . . , Dq} l  mët hå gçm

q > n + 1 + 2nB(D)/δD c¡c si¶u m°t ð và tr½ têng qu¡t trong Pn(C) thäa

m¢n f(z) = g(z) vîi måi z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D). Khi �â f ≡ g.

�ành lþ 6 (�ành lþ 3.6, Ch÷ìng 3). Cho f v  g l  c¡c �÷íng cong

ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n �¤i sè tø ∆ v o Pn(C) thäa m¢n Of(r) =

o(Tf(r)) v  Og(r) = o(Tg(r)). Gåi D = {D1, . . . , Dq} l  mët hå gçm

q > n+ 1 + 2B(D)/δD si¶u m°t ð và tr½ têng qu¡t trong Pn(C) sao cho

(a) f(z) = g(z) vîi måi z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D),

(b) Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅ v  Eg(Di) ∩ Eg(Dj) = ∅ vîi måi i 6= j ∈
{1, . . . , q}.
Khi �â f ≡ g.

C¡c �ành lþ 5, 6 l  c¡c �i·u ki»n �¤i sè �º x¡c �ành duy nh§t �èi vîi

�÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n vîi möc ti¶u l  hå c¡c si¶u

m°t ð và tr½ têng qu¡t. �ành lþ 4 �÷ñc chóng tæi cæng bè trong B i b¡o [3],
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hai �ành lþ 5 v  6 �÷ñc chóng tæi chùng minh trong B i b¡o [4] trong Danh

möc Cæng tr¼nh cõa t¡c gi£ li¶n quan �¸n luªn ¡n.

4. Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu

Trong luªn ¡n n y chóng tæi sû döng ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu cì b£n:

tr¶n cì sð nghi¶n cùu c¡c t i li»u theo h÷îng nghi¶n cùu, chóng tæi ph¡t

hi»n c¡c v§n �· mð c¦n ph£i gi£i quy¸t v  sû döng c¡c ki¸n thùc, kÿ thuªt

cõa gi£i t½ch phùc, lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà Nevanlinna-Cartan, �¤i sè

tuy¸n t½nh, h¼nh håc �¤i sè �º �· xu§t nhúng ph÷ìng ph¡p phò hñp ho°c

sû döng mët sè kÿ thuªt �¢ câ nh¬m gi£i quy¸t c¡c v§n �· �°t ra.

5. C§u tróc luªn ¡n

Luªn ¡n gçm ph¦n mð �¦u, ba ch÷ìng nëi dung, k¸t luªn luªn ¡n v 

danh möc t i li»u tham kh£o.

Ch÷ìng 1 câ t¶n l  �ành lþ cì b£n thù hai vîi h m �¸m rót gån cho

�÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n tr÷íng khæng Acsimet. Trong ch÷ìng n y

chóng tæi giîi thi»u mët sè kh¡i ni»m cì b£n c¦n thi¸t cho luªn ¡n nh÷:

tr÷íng khæng Acsimet, lþ thuy¸t Nevanlinna-Cartan cho �÷íng cong ch¿nh

h¼nh tr¶n tr÷íng W. Nëi dung ch½nh cõa ch÷ìng n y l  giîi thi»u mët sè

ki¸n thùc, kÿ thuªt x¥y düng h m �¸m rót gån v  chùng minh mët d¤ng

�ành lþ cì b£n thù hai vîi h m �¸m rót gån cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh

tr¶n mët tr÷íng khæng Acsimet vîi möc ti¶u l  mët hå húu h¤n si¶u ph¯ng

ð và tr½ têng qu¡t.

Ch÷ìng 2 vîi t¶n Mët sè d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai cho �÷íng cong

ch¿nh h¼nh, chóng tæi tªp trung v o chùng minh hai d¤ng �ành lþ cì b£n

thù hai cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh trong c¡c tr÷íng hñp: �÷íng cong

ch¿nh h¼nh khæng Acsimet vîi h m �¸m rót gån trong tr÷íng hñp möc

ti¶u l  c¡c si¶u ph¯ng cè �ành ð và tr½ N−d÷îi têng qu¡t v  �÷íng cong
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ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n vîi h m �¸m bëi c­t cöt v  möc ti¶u

l  c¡c si¶u m°t ð và tr½ têng qu¡t.

Ch÷ìng 3 d nh cho vi»c tr¼nh b y c¡c k¸t qu£ nghi¶n cùu cõa chóng

tæi v· v§n �· duy nh§t cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh phùc tr¶n h¼nh v nh

khuy¶n vîi t¶n gåi �ành lþ duy nh§t cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh

v nh khuy¶n. Trong ch÷ìng n y, ngo i vi»c giîi thi»u mët sè kh¡i ni»m

cì b£n v· v§n �· duy nh§t, chóng tæi chùng minh ba k¸t qu£ v· v§n �·

duy nh§t cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n.

Ngo i vi»c cæng bè tr¶n c¡c t¤p ch½, c¡c k¸t qu£ ch½nh cõa luªn ¡n �¢

�÷ñc b¡o c¡o t¤i :

• Seminar cõa Bë mæn Gi£i t½ch, Khoa To¡n, Tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m,

�¤i håc Th¡i Nguy¶n h¬ng n«m.

• Hëi nghà Quèc t¸ v· �¤i sè - Lþ thuy¸t sè - H¼nh håc - Tæ pæ 2019,

04 - 08/12/2019 t¤i Tr÷íng C�SP B  Ràa-Vông T u.

• Hëi nghà Quèc t¸ v· �¤i sè - Lþ thuy¸t sè - H¼nh håc - Tæ pæ 2021, 21

- 23 /10/ 2021 t¤i Tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m, �¤i håc Th¡i Nguy¶n.
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Ch÷ìng 1

�ành lþ cì b£n thù hai vîi h m �¸m
rót gån cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh
tr¶n tr÷íng khæng Acsimet

Trong ch÷ìng n y chóng tæi s³ giîi thi»u mët sè ki¸n thùc cì sð trong lþ

thuy¸t Nevanlinna-Cartan cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh v  chùng minh mët

d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai kiºu Cartan cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n

tr÷íng khæng Acsimet. C¡c k¸t qu£ ch½nh trong ch÷ìng n y vi¸t düa tr¶n

B i b¡o [2] trong Danh möc Cæng tr¼nh cõa t¡c gi£ li¶n quan �¸n luªn

¡n.

1.1. Mët sè ki¸n thùc cì sð

Tr÷íng khæng Acsimet

Trong ph¦n n y chóng tæi nh­c l¤i mët sè ki¸n thùc cì sð v· tr÷íng khæng

Acsimet, c¡c ki¸n thùc �÷ñc tham kh£o trong t i li»u [21]. Vîi mët tªp

con S cõa tªp sè thüc R, ta k½ hi»u

S+ = {x ∈ S : x > 0}; S+ = {x ∈ S : x > 0}.

Cho F l  mët tr÷íng v  h m |.| : F −→ R+ = [0; +∞) thäa m¢n c¡c �i·u

ki»n

i) |a| = 0 khi v  ch¿ khi a = 0;

ii) |a.b| = |a|.|b| vîi måi a, b ∈ F ;

iii) |a+ b| 6 |a|+ |b| vîi måi a, b ∈ F.
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N¸u h m |.| tho£ m¢n th¶m

iv) |a+ b| 6 max{|a|, |b|} vîi måi a, b ∈ F

th¼ ta gåi h m |.| �÷ñc gåi l  gi¡ trà tuy»t �èi khæng Acsimet, ng÷ñc l¤i ta

gåi h m |.| l  gi¡ trà tuy»t �èi Acsimet tr¶n tr÷íng F.

Ta bi¸t, mët h m gi¡ trà tuy»t �èi tr¶n F l  mët chu©n v  s³ c£m sinh

mët h m kho£ng c¡ch ρ x¡c �ành bði:

ρ(a, b) = |a− b|

vîi méi c°p ph¦n tû a, b ∈ F, tø �â c£m sinh ra tæpæ tr¶n F .

Ta d¹ d ng chùng minh �÷ñc h m mædun tr¶n tr÷íng C thäa m¢n c¡c

�i·u ki»n v· gi¡ trà tuy»t �èi Acsimet. Sau �¥y chóng tæi giîi thi»u v·

tr÷íng c¡c sè phùc p−adic nh÷ mët v½ dö v· tr÷íng khæng Acsimet.

Ta l§y sè nguy¶n tè p cè �ành. Khi �â méi sè nguy¶n m 6= 0 luæn �÷ñc

biºu di¹n mët c¡ch duy nh§t d÷îi d¤ng:

m = pv.m′, m′ ∈ Z\{0} v  p 6 |m′,

trong �â v l  mët sè nguy¶n khæng ¥m v  �÷ñc x¡c �ành mët c¡ch duy

nh§t bði p,m. K½ hi»u vp(m) = m, khi �â chóng ta thu �÷ñc h m

vp : Z\{0} → Z+ = Z ∩ [0; +∞).

Ta ti¸p töc mð rëng vp l¶n tr÷íng c¡c sè húu t¿ Q nh÷ sau: n¸u x ∈ Q, ta

�°t

vp(x) =

{
vp(m)− vp(n) : x = m

n 6= 0
+∞ : x = 0.

K½ hi»u

|x|p =

{
p−vp(x) : x 6= 0
0 : x = 0.

D¹ d ng chùng minh �÷ñc h m |.|p thäa m¢n c¡c �i·u ki»n v· gi¡ trà

tuy»t �èi khæng Acsimet tr¶n tr÷íng sè húu t¿ Q.

�ành ngh¾a 1.1 ([21]). H m |.|p �÷ñc gåi l  gi¡ trà tuy»t �èi p-adic tr¶n

tr÷íng sè húu t¿ Q.
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K½ hi»u Qp l  bê sung �õ cõa tr÷íng sè húu t¿ Q theo tæpæ c£m sinh

bði gi¡ trà tuy»t �èi |.|p. Ta câ thº chùng minh �÷ñc Qp l  mët tr÷íng v 

gi¡ trà tuy»t �èi |.|p tr¶n Qp �÷ñc mð rëng tø gi¡ trà tuy»t �èi |.|p tr¶n Q

nh÷ sau: n¸u x ∈ Qp v  {wn} ⊂ Q l  mët d¢y Cauchy hëi tö v· x th¼

|x|p = lim
n−→∞

|wn|p.

Ta d¹ d ng ch¿ ra: tçn t¤i mët ph²p nhóng Q ↪→ Qp; tr÷íng Q trò

mªt trong Qp theo tæpæ sinh bði gi¡ trà tuy»t �èi p−adic v  Qp l  �¦y �õ

nh÷ng khæng �âng �¤i sè. Tr÷íng Qp tçn t¤i mët c¡ch duy nh§t, sai kh¡c

mët ph²p �¯ng cü, �÷ñc gåi l  tr÷íng c¡c sè p-adic. K½ hi»u Qp l  bao

�âng �¤i sè cõa Qp v  gi¡ trà tuy»t �èi tr¶n Qp công k½ hi»u l  |.|p, �÷ñc
mð rëng tø gi¡ trà tuy»t �èi |.|p tr¶n Qp. Bê sung �õ cõa Qp theo tæpæ

sinh bði gi¡ trà tuy»t �èi |.|p, k½ hi»u l  Cp. Ta câ thº chùng minh �÷ñc

Cp l  mët tr÷íng, tçn t¤i mët c¡ch duy nh§t, sai kh¡c mët ph²p �¯ng cü

v  gåi l  tr÷íng c¡c sè phùc p-adic. Ngo i ra, tr÷íng Cp câ c¡c t½nh ch§t:

�âng �¤i sè, câ �°c sè khæng, �¦y �õ theo tæpæ sinh bði chu©n |.|p v  Qp

trò mªt trong Cp.

Mët sè ki¸n thùc li¶n quan v· lþ thuy¸t Nevanlinna - Cartan

Trong ph¦n n y chóng tæi nh­c l¤i mët sè ki¸n thùc cì b£n trong lþ

thuy¸t Nevanlinna - Cartan cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh vîi möc ti¶u vîi

si¶u ph¯ng cè �ành, li¶n quan �¸n c¡c k¸t qu£ trong luªn ¡n.

Gåi K l  mët tr÷íng �âng �¤i sè, câ �°c sè khæng, �¦y �õ vîi chu©n

sinh bði gi¡ trà tuy»t �èi khæng Acsimet (tr÷íng Cp l  mët v½ dö), W l 

C ho°c K v  k½ hi»u Pn(W) l  khæng gian x¤ £nh n chi·u tr¶n W.

Cho h m ch¿nh h¼nh h : W −→ W, �iºm z0 ∈ W �÷ñc gåi l  khæng

�iºm bëi k cõa h n¸u tçn t¤i mët h m ch¿nh h¼nh g(z) khæng tri»t ti¶u

trong mët l¥n cªn V cõa z0 sao cho trong l¥n cªn V �â h m h �÷ñc biºu



17

di¹n d÷îi d¤ng

h(z) = (z − z0)
kg(z).

Ngh¾a l  h(z0) = h′(z0) = · · · = h(k−1)(z0) = 0 v  h(k)(z0) 6= 0. Vîi z ∈W,

ta k½ hi»u

ordf(z) =

{
k n¸u z l  khæng �iºm bëi k cõa f,
0 n¸u f(z) 6= 0.

Gi£ sû f =
g

h
l  mët h m ph¥n h¼nh, trong �â g, h l  hai h m ch¿nh

h¼nh, khæng câ khæng �iºm chung. �iºm a ∈ W gåi l  khæng �iºm bëi k

cõa f n¸u a l  khæng �iºm bëi k cõa g v  gåi l  cüc �iºm bëi k cõa f n¸u

a l  khæng �iºm bëi k cõa h.

Ti¸p theo ta nh­c l¤i mët sè kh¡i ni»m v· �÷íng cong ch¿nh h¼nh. Cho

U l  mët mi·n trong W, mët ¡nh x¤

f = (f0 : · · · : fn) : U −→ Pn(W),

trong �â f0, . . . , fn l  c¡c h m ch¿nh h¼nh tr¶n U v  ½t nh§t mët trong

chóng kh¡c 0, �÷ñc gåi l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh.

�ành ngh¾a 1.2 ([44]). Cho f l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh tø W v o

Pn(W), khi �â tçn t¤i c¡c h m ch¿nh h¼nh f0, . . . , fn tr¶n W, trong �â câ

½t nh§t mët h m khæng �çng nh§t b¬ng khæng sao cho

f(z) = (f0(z) : · · · : fn(z))

vîi måi z /∈ {f0 = · · · = fn = 0}. Ta gåi (f0, . . . , fn) l  mët biºu di¹n cõa

�÷íng cong f. N¸u c¡c h m f0, . . . , fn khæng câ khæng �iºm chung tr¶n

W th¼ ta gåi (f0, . . . , fn) l  mët biºu di¹n tèi gi£n cõa f .

�ành ngh¾a 1.3 ([15]). Mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh f : W −→ Pn(W)

�÷ñc gåi l  suy bi¸n tuy¸n t½nh n¸u tçn t¤i mët khæng gian con tuy¸n t½nh

thüc sü H cõa Pn(W) sao cho f(W) ⊂ H. �÷íng cong f �÷ñc gåi l  suy

bi¸n �¤i sè n¸u tçn t¤i mët tªp con �¤i sè thüc sü G cõa Pn(W) sao cho

f(W) ⊂ G.
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Ti¸p theo ta �ành ngh¾a c¡c h m Nevanlinna-Cartan: h m �¸m, h m

x§p x¿, h m �°c tr÷ng Nevanlinna-Cartan cõa mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh

tr¶n tr÷íng W. Tr÷îc h¸t ta �ành ngh¾a cho tr÷íng hñp �÷íng cong tr¶n

tr÷íng khæng Acsimet K. Cho g l  mët h m ch¿nh h¼nh tr¶n K, gi£ sû g

�÷ñc x¡c �ành bði chuéi lôy thøa

f(z) =
∞∑
n=m

anz
n, (m > 0, am 6= 0).

Vîi méi sè thüc r > 0, k½ hi»u

|f |r = µ(r, f) = sup
n
|an|rn = sup{|f(z)| : z ∈ K vîi |z| 6 r}

= sup{|f(z)| : z ∈ K vîi |z| = r}.

Vîi �÷íng cong ch¿nh h¼nh f : K −→ Pn(K), trong �â (f0, . . . , fn) l 

mët biºu di¹n tèi gi£n cõa f .

�ành ngh¾a 1.4 ([21]). H m

Tf(r) = log ‖f‖r,

�÷ñc gåi l  h m �°c tr÷ng Nevanlinna-Cartan cõa �÷íng cong f , trong

�â ‖f‖r = max{|f0|r, . . . , |fn|r}. H m n y s³ sai kh¡c mët l÷ñng l  h¬ng

sè khi ta chån mët biºu di¹n tèi gi£n kh¡c cõa f .

Cho H l  mët si¶u ph¯ng trong Pn(K) x¡c �ành bði d¤ng tuy¸n t½nh

thu¦n nh§t L = L(z0, . . . , zn).

�ành ngh¾a 1.5 ([21]). H m

mf(r,H) = mf(r, L) = log
‖f‖r
|L(f)|r

�÷ñc gåi l  h m x§p x¿ cõa f k¸t hñp vîi si¶u ph¯ng H. Trong �â

L(f) = L(f0, . . . , fn).

H m n y công sai kh¡c mët l÷ñng l  h¬ng sè khi ta chån mët biºu di¹n

tèi gi£n kh¡c cõa f .
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B¥y gií ta �ành ngh¾a h m �°c tr÷ng v  h m x§p x¿ trong tr÷íng hñp

�÷íng cong tr¶n tr÷íng sè phùc. Cho f : C −→ Pn(C) l  mët �÷íng cong

ch¿nh h¼nh, trong �â (f0, . . . , fn) l  mët biºu di¹n tèi gi£n cõa f .

�ành ngh¾a 1.6 ([21]). H m

Tf(r) =
1

2π

∫ 2π

0
log ‖f(reiθ)‖dθ,

�÷ñc gåi l  h m �°c tr÷ng Nevanlinna-Cartan cõa �÷íng cong f , trong

�â ‖f(z)‖ = max{|f0(z)|, . . . , |fn(z)|}. H m n y s³ sai kh¡c mët l÷ñng l 

h¬ng sè khi ta chån mët biºu di¹n tèi gi£n kh¡c cõa f .

Cho H l  mët si¶u ph¯ng trong Pn(W) x¡c �ành bði d¤ng tuy¸n t½nh

thu¦n nh§t L(z0, . . . , zn).

�ành ngh¾a 1.7 ([21]). H m

mf(r,H) = mf(r, L) =
1

2π

∫ 2π

0
log+ ‖f(reiθ)‖

|L(f)(reiθ)|
dθ

�÷ñc gåi l  h m x§p x¿ cõa f k¸t hñp vîi si¶u ph¯ng H. Chó þ r¬ng h m

n y công sai kh¡c mët l÷ñng l  h¬ng sè khi ta chån mët biºu di¹n tèi gi£n

kh¡c cõa f .

Ti¸p theo ta �ành ngh¾a c¡c h m �¸m cõa �÷íng cong f k¸t hñp vîi

c¡c si¶u ph¯ng trong c£ hai tr÷íng hñp phùc v  khæng Acsimet. Cho

f : W −→ Pn(W) l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh, trong �â (f0, . . . , fn) l 

mët biºu di¹n tèi gi£n cõa f . Vîi si¶u ph¯ng cè �ành H trong Pn(W), x¡c

�ành bði d¤ng tuy¸n t½nh thu¦n nh§t L, ta k½ hi»u nf(r,H) l  sè khæng

�iºm cõa L(f) trong �¾a |z| 6 r, kº c£ bëi, nMf (r,H) l  sè c¡c khæng �iºm

L(f) trong �¾a |z| 6 r, bëi c­t cöt bði mët sè nguy¶n d÷ìng M . Ngh¾a l 

nf(r,H) =
∑

z∈W,|z|6r

ordL(f)(z);

nMf (r,H) =
∑

z∈W,|z|6r

min{M, ordL(f)(z)}.
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�ành ngh¾a 1.8. H m

Nf(r,H) = Nf(r, L) :=

∫ r

0

nf(t,H)− nf(0, H)

t
dt+ nf(0, H) log r

�÷ñc gåi l  h m �¸m kº c£ bëi v  h m

NM
f (r,H) = NM

f (r, L) :=

∫ r

0

nMf (t,H)− nMf (0, H)

t
dt+ nMf (0, H) log r

�÷ñc gåi l  h m �¸m bëi c­t cöt bði M cõa �÷íng cong f k¸t hñp vîi si¶u

ph¯ng H. Sè M trong k½ hi»u NM
f (r,H) �÷ñc gåi l  ch¿ sè bëi c­t cöt.

Tr÷íng hñp �°c bi»t, n¸u M = 1, ta vi¸t N f(r,H) thay cho N 1
f (r,H) v 

gåi l  h m �¸m khæng kº bëi.

�ành lþ sau �¥y th÷íng �÷ñc gåi l  �ành lþ cì b£n thù nh§t, �óng trong

c£ hai tr÷íng hñp phùc v  khæng Acsimet.

�ành lþ 1.1. (�ành lþ cì b£n thù nh§t) Cho f : W −→ Pn(W) l  �÷íng

cong ch¿nh h¼nh v  L l  mët d¤ng tuy¸n t½nh trong Pn(W). Khi �â n¸u

L(f) khæng �çng nh§t b¬ng 0 th¼ vîi måi sè thüc d÷ìng r ta câ:

mf(r, L) +Nf(r, L) = Tf(r) +O(1),

trong �â O(1) l  mët h¬ng sè khæng phö thuëc v o r.

Cho X l  mët khæng gian con tuy¸n t½nh x¤ £nh k chi·u (1 6 k 6 n)

cõa Pn(W) v  mët sè nguy¶n d÷ìng N . Cho {H1, . . . , Hq} l  mët hå gçm

q > N+1 si¶u ph¯ng trong Pn(W), trong �â Hj �÷ñc �ành ngh¾a bði d¤ng

tuy¸n t½nh Lj, 1 6 j 6 q. Hå {H1, . . . , Hq} �÷ñc gåi l  ð và tr½ N−d÷îi
têng qu¡t �èi vîi X n¸u vîi måi tªp con {i0, . . . , iN} cõa {1, . . . , q} gçm
N + 1 ph¦n tû, ta câ

{x ∈ X : Lij(x) = 0, j = 0, . . . , N} = ∅. (1.1)

Khi k = n, hå c¡c si¶u ph¯ng {H1, . . . , Hq} �÷ñc gåi l  ð và tr½ N−d÷îi
têng qu¡t (�èi vîi Pn(W)). Khi N = n = k th¼ hå {H1, . . . , Hq} �÷ñc gåi

l  ð và tr½ têng qu¡t.
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Ti¸p theo chóng tæi giîi thi»u mët sè d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai cho

�÷íng cong ch¿nh h¼nh k¸t hñp vîi si¶u ph¯ng cè �ành, li¶n quan �¸n c¡c

k¸t qu£ trong luªn ¡n. Nh÷ �¢ nâi trong ph¦n mð �¦u, n«m 1933, H.

Cartan �¢ chùng minh mët d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai vîi h m �¸m

bëi c­t cöt cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh phùc trong tr÷íng hñp si¶u ph¯ng.

N«m 1983, Nochka �¢ mð rëng �ành lþ cõa Cartan cho tr÷íng hñp c¡c

si¶u ph¯ng ð và tr½ d÷îi têng qu¡t nh÷ sau.

�ành lþ 1.2 ([33]). Cho f = (f0 : · · · : fn) : C → Pn(C) l  mët �÷íng

cong ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh v  H1, . . . , Hq l  mët hå gçm

q > 2N − n + 1 si¶u ph¯ng ph¥n bi»t Pn(C) ð và tr½ N−d÷îi têng qu¡t.

Khi �â

(q − 2N + n− 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

Nn
f (r,Hj) + S(r, f).

�èi vîi tr÷íng hñp �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n tr÷íng khæng Acsimet,

n«m 1995, H. H. Khoai v  M. V. Tu �¢ chùng minh mët d¤ng �ành lþ cì

b£n thù hai vîi h m �¸m bëi c­t cöt cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh trong

tr÷íng hñp si¶u ph¯ng. Trong [21], P. C. Hu v  C. C. Yang �¢ xem x²t

k¸t qu£ cõa H. H. Khoai v  M. V. Tu cho tr÷íng hñp hå c¡c si¶u ph¯ng

ð và tr½ d÷îi têng qu¡t v  thu �÷ñc k¸t qu£.

�ành lþ 1.3 ([21]). Cho f = (f0 : · · · : fn) : K → Pn(K) l  mët �÷íng

cong ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh v  H1, . . . , Hq l  mët hå gçm

q > 2N − n + 1 si¶u ph¯ng ph¥n bi»t Pn(K) ð và tr½ N−d÷îi têng qu¡t.

Khi �â

(q − 2N + n− 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

Nn
f (r,Hj)−

n(N + 1)

2
log r +O(1).

V· sau c¡c �ành lþ tr¶n �÷ñc nhi·u t¡c gi£ trong v  ngo i n÷îc mð rëng

cho tr÷íng hñp: möc ti¶u l  c¡c si¶u ph¯ng hay si¶u m°t cè �ành ho°c di

�ëng ð c¡c và tr½ têng qu¡t hay d÷îi têng qu¡t. Nhi·u t¡c gi£ công xem
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x²t c¡c d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai cho tr÷íng hñp f ch¿nh h¼nh tr¶n mët

mi·n trong W ho°c f l  �÷íng cong suy bi¸n.

1.2. �ành lþ cì b£n thù hai kiºu Cartan

Bªc khæng �iºm cõa Wronskian c¡c h m ch¿nh h¼nh

Cho f0, . . . , fn l  c¡c h m nguy¶n, �ëc lªp tuy¸n t½nh khæng câ khæng

�iºm chung tr¶n W. K½ hi»u L = L(f0, . . . , fn) l  tªp hñp t§t c£ c¡c tê

hñp tuy¸n t½nh khæng t¦m th÷íng cõa c¡c h m f0, . . . , fn. Vîi z0 l  mët

�iºm tòy þ tr¶n W, n«m 2014, Anderson v  Hinkkanen �¢ chùng minh:

Bê �· 1.4 ([4]). Vîi méi z0 ∈ C, c¡c bëi khæng �iºm câ thº câ t¤i z0 cõa

c¡c h m thuëc L = L(f0, . . . , fn) t¤o n¶n mët d¢y d0(z0), d1(z0), . . . , dn(z0)

thäa m¢n

0 = d0(z0) < d1(z0) < · · · < dn(z0).

Bê �· 1.4 cho chóng ta mët t½nh ch§t v· c¡c bëi câ thº câ cõa c¡c h m

thuëc L = L(f0, . . . , fn) trong tr÷íng hñp c¡c h m ch¿nh h¼nh tr¶n C t¤i

mët �iºm tòy þ. Chó þ r¬ng, Bê �· 1.4 công �óng cho tr÷íng hñp khæng

Acsimet.

�ành ngh¾a 1.9 ([4]). C¡c sè d0(z0), d1(z0), . . . , dn(z0) trong �ành ngh¾a

tr¶n �÷ñc gåi l  d¢y c¡c bëi �°c tr÷ng cõa c¡c h m f0, . . . , fn t¤i z0.

Ti¸p theo ta nghi¶n cùu mèi quan h» giúa Wronskian cõa c¡c h m

ch¿nh h¼nh v  d¢y c¡c bëi �°c tr÷ng cõa chóng. Cho f0, . . . , fn l  c¡c h m

nguy¶n khæng câ khæng �iºm chung tr¶n W v  ½t nh§t mët trong chóng

kh¡c h¬ng, Wronskian cõa c¡c h m f0, . . . , fn �ành ngh¾a bði

W = W (f0, . . . , fn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f0 . . . fn
f
′

0 . . . f
′

n... . . . ...
f

(n)
0 . . . f

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Bê �· sau �¥y cho th§y mèi quan h» giúa Wronskian cõa c¡c h m ch¿nh

h¼nh v  d¢y c¡c bëi �°c tr÷ng cõa chóng:

Bê �· 1.5 ([4]). Cho f0, . . . , fn l  c¡c h m nguy¶n �ëc lªp tuy¸n t½nh,

khæng câ khæng �iºm chung tr¶n C. Vîi méi z0 ∈ C, gåi d0(z0), . . . , dn(zn)

l  d¢y c¡c bëi �°c tr÷ng cõa f0, . . . , fn t¤i z0. Khi �â

i) N¸u W (z0) 6= 0 th¼ d0(z0) = 0 < d1(z0) < · · · < dn(z0) = n;

ii) N¸u W (z0) = 0 th¼ d0(z0) = 0 < d1(z0) < · · · < dn(z0) phö thuëc v o

z0, hìn núa, trong tr÷íng hñp n y bªc khæng �iºm cõa W t¤i z0 b¬ng
n∑
j=1

dj(z0)−
n(n+ 1)

2
.

Bê �· 1.5 �÷ñc chùng minh bði Anderson v  Hinkkanen v o n«m 2014

cho tr÷íng hñp c¡c h m ph¥n h¼nh phùc. Chó þ r¬ng nâ v¨n �óng trong

tr÷íng hñp c¡c h m ch¿nh h¼nh khæng Acsimet.

Ti¸p theo chóng ta s³ xem x²t mët sè k¸t qu£ v· bëi rót gån v  bëi d÷.

C¡c kh¡i ni»m bëi rót gån v  bëi d÷ �¢ �÷ñc �ành ngh¾a trong ph¦n mð

�¦u. Bê �· sau l  mèi quan h» giúa bëi khæng �iºm cõa Wronskian cõa

f0, . . . , fn v  têng c¡c bëi d÷ cõa f k¸t hñp vîi hå c¡c si¶u ph¯ng H t¤i

mët �iºm z0.

Bê �· 1.6. Cho f : W −→ Pn(W) l  �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng suy

bi¸n tuy¸n t½nh v  f = (f0 : · · · : fn) l  biºu di¹n tèi gi£n cõa f . Cho

N > n l  mët sè nguy¶n. Gi£ sû H = {H1, . . . , Hq}, q > N + 1 l  mët hå

c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ N− d÷îi têng qu¡t trong Pn(W). Khi �â

q∑
j=1

ε(Hj, z0) 6 (N − n+ 1)ordW (z0).

Chùng minh. Gåi Lj, 1 6 j 6 q, l  c¡c d¤ng tuy¸n t½nh �ành ngh¾a

Hj, j = 1, . . . , q. Gi£ sû z0 ∈ W tòy þ, ta x²t hai tr÷íng hñp câ thº

x£y ra:
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Tr÷íng hñp 1. N¸u W (z0) 6= 0 th¼ ordW (z0) = 0. Theo Bê �· 1.5 ta câ

dj = j, ∀j = 1, . . . , q.

Do �â, vîi méi Hj ∈ H ta luæn câ ε(Hj, z) = 0, �i·u n y k²o theo
q∑
j=1

ε(Hj, z) = 0 = ordW (z0).

Tr÷íng hñp 2. N¸u ordW (z0) = m > 1. K½ hi»u L l  tªp hñp t§t c£

c¡c tê hñp tuy¸n t½nh khæng t¦m th÷íng cõa c¡c h m f0, . . . , fn. Vîi méi

j = 0, 1, . . . , n, ta chån mët h m gj ∈ L sao cho ordgj(z0) = dj(z0). �°t

Xj = Xj(z0) = {h ∈ L : ordh(z0) > dj(z0)} ∪ {0},

vîi méi j ∈ {0, 1, . . . , n}. Khi �â Xj l  mët khæng gian tuy¸n t½nh,

dimXj = n+ 1− j

v  câ mët cì sð l  gj, . . . , gn. Hìn núa

Xn ⊂ Xn−1 ⊂ · · · ⊂ X0

v  ∪nj=0Xj = X0. Vîi méi l = 1, 2, . . . , q, k½ hi»u hl = Ll(f) ∈ L v 

G = {h1, . . . , hq}. Hiºn nhi¶n
q∑
j=1

ε(Hj, z0) =

q∑
j=1

ε(hj, z0).

N¸u khæng câ h m n o thuëc hå G tri»t ti¶u t¤i z0 th¼
∑q

j=1 ε(hj, z0) = 0,

kh¯ng �ành cõa bê �· hiºn nhi¶n �óng. Do �â, ta ch¿ c¦n x²t tr÷íng hñp

câ ½t nh§t mët h m thuëc hå G tri»t ti¶u t¤i z0. Do hå H ð và tr½ N−d÷îi
têng qu¡t n¶n vîi måi c¡ch chån N + 1 h m hi1, . . . , hiN+1

thuëc hå G,

dim span{hi1, . . . , hiN+1
} = n+ 1,

trong �â span{hi1, . . . , hiN+1
} l  khæng gian tuy¸n t½nh sinh bði c¡c h m

{hi1, . . . , hiN+1
}. �i·u n y k²o theo, vîi méi j, khæng câ qu¡ N + 1 − j
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h m cõa hå G thuëc Xj. Thªt vªy, gi£ sû tçn t¤i hå G1 ⊂ G gçm N +2− j
h m sao cho G1 ⊂ Xj th¼ ta l§y th¶m j − 1 h m tòy þ thuëc G kh¡c

vîi c¡c h m thuëc G1, khi �â k¸t hñp c¡c h m thuëc G1 ta �÷ñc mët

hå gçm N + 1 h m t¤o n¶n mët khæng gian câ sè chi·u khæng v÷ñt qu¡

(n+ 1− j) + (j − 1) = n, m¥u thu¨n vîi �i·u ki»n ð và tr½ N− d÷îi têng

qu¡t cõa hå H.
D¹ th§y ∪nj=1Xj = X1 v  X1 chùa khæng qu¡ N h m cõa hå G, tùc l 

khæng câ qu¡ N h m thuëc hå G tri»t ti¶u z0, c¡c h m n y câ thº câ bëi

d÷ t¤i z0. Khæng m§t t½nh têng qu¡t, ta câ thº s­p x¸p l¤i trªt tü c¡c h m

n¸u c¦n, ta k½ hi»u c¡c h m {h1, . . . , htj} ⊂ Xj vîi méi j = 1, . . . , n. �°t

tn+1 = 0, khi �â

0 = tn+1 6 tn 6 · · · 6 t1 6 N,

tj 6 N + 1− j vîi j = 1, . . . , n

v  trong hå G câ tj − tj+1 h m thuëc Xj\Xj+1 (j = 1, 2, . . . , n − 1),

tn − tn+1 = tn h m thuëc Xn.

q∑
j=1

ε(hj, z0) =
n∑
j=1

(tj − tj+1)(dj − j) =
n∑
j=1

tj(dj − dj−1 − 1)

6
n∑
j=1

(N + 1− j)(dj − dj−1 − 1)

= (N + 1)
n∑
j=1

(dj − dj−1)− n(N + 1)−
n∑
j=1

j(dj − dj−1)

+
n(n+ 1)

2

= (N + 1)dn −
n∑
j=1

j(dj − dj−1)− n(N + 1) +
n(n+ 1)

2

= (N + 1)dn − ndn +
n−1∑
j=1

dj + d0 − n(N + 1) +
n(n+ 1)

2
.
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Suy ra
q∑
j=1

ε(hj, z0) 6
n∑
j=1

dj −
n(n+ 1)

2
+ (N − n)(dn − n).

Chó þ r¬ng dj > j vîi måi j = 1, . . . , q, k¸t hñp vîi Bê �· 1.5, ta câ
q∑
j=1

ε(hj, z0) 6 ordW (z0) + (N − n)

(
ordW (z0) +

n(n+ 1)

2
−

n−1∑
j=1

j − n
)

= (N − n+ 1)ordW (z0).

Bê �· �÷ñc chùng minh.

Chó þ 1.1. Khi hå H ð và tr½ têng qu¡t, tùc l  N = n, Bê �· 1.6 s³ cho

(i) N¸u ordW (z0) = 0, ta luæn câ:
n∑
j=0

ε(Hj, z0) = 0.

�i·u n y k²o theo ε(Hj, z0) = 0 vîi måi j = 1, . . . , q. Ngo i ra, trong

tr÷íng hñp n y dj = j vîi måi j = 0, . . . , n.

(ii) N¸u ordW (z0) > 1 th¼
q∑
j=1

ε(Hj, z0) 6 ordW(z0),

tròng vîi k¸t qu£ �¢ �÷ñc Anderson v  Hinkkanen cæng bè trong [4] cho

tr÷íng hñp phùc.

�ành lþ cì b£n thù hai cho h m �¸m rót gån

Trong ph¦n n y chóng tæi s³ chùng minh mët d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai

kiºu Cartan cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh tr¶n

tr÷íng khæng Acsimet trong tr÷íng hñp h m �¸m rót gån vîi möc ti¶u l 

c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t.

Cho f = (f0 : · · · : fn) : K −→ Pn(K) l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh

khæng Acsimet v  H l  mët si¶u ph¯ng trong Pn(K). Ta k½ hi»u

νf(r,H) =
∑
|z|6r

ν(H, z).
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�ành ngh¾a 1.10 ([4]). H m

Nf(r,H) =

∫ r

0

νf(t,H)− νf(0, H)

t
dt+ νf(0, H) log r

�÷ñc gåi l  h m �¸m rót gån cõa h m f k¸t hñp vîi si¶u ph¯ng H.

D¹ th§y

νf(r,H) 6 nnf(r,H)

N¶n ta câ

Nf(r,H) 6 Nn
f (r,H).

ChoH = {H1, . . . , Hq} l  mët hå c¡c si¶u ph¯ngH1, . . . , Hq ð và tr½ têng

qu¡t trong Pn(K) v  Lj l  d¤ng tuy¸n t½nh �ành ngh¾a Hj, j = 1, 2, . . . , q.

�°t

H =
L1(f)L2(f) . . . Lq(f)

W
,

trong �â W l  �ành thùc Wronskian cõa f0, f1, . . . , fn. Tø Bê �· 1.6, vîi

méi z0 tòy þ ta luæn câ
q∑
j=1

ε(Hj, z0) 6 ordW (z0).

�°t

V(H, z) = ordW (z0)−
q∑
j=1

ε(Hj, z) > 0.

V  k½ hi»u

Vf(r,H) =
∑
|z|6r

V(H, z).

�ành ngh¾a 1.11 ([4]). H m

Uf(r,H) =

∫ r

0

Vf(t,H)− Vf(0,H)

t
dt− Vf(0,H) log r

�÷ñc gåi l  h m �¸m bëi d÷ t¤i c¡c khæng �iºm cõa h m f k¸t hñp vîi hå

c¡c si¶u ph¯ng H.

�ành lþ sau �¥y l  mët d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai kiºu Cartan cho

�÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng Acsimet vîi h m �¸m rót gån.
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�ành lþ 1.7. Cho f = (f0 : · · · : fn) : K −→ Pn(K) l  �÷íng cong

ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n tuy¸n t½nh v  H = {H1, . . . , Hq} l  mët hå gçm

q > n+ 1 si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t trong Pn(K). Khi �â ta câ:

(q − n− 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H)−N(r,H)

− n(n+ 1)

2
log r +O(1),

khi r −→∞ ngo i mët tªp câ �ë �o húu h¤n tuy¸n t½nh.

Chùng minh. K½ hi»u Lj l  mët d¤ng tuy¸n t½nh �ành ngh¾a si¶u ph¯ng

Hj vîi méi j = 1, . . . , q. �º chùng minh �ành lþ 1.7 ta c¦n bê �· sau �¥y:

Bê �· 1.8. Vîi gi£ thi¸t cõa �ành lþ 1.7, vîi måi r > 0, tçn t¤i mët ho¡n

và m1, . . . ,mq cõa c¡c sè nguy¶n 1, . . . , q thäa m¢n:

|Lm1
(f)|r > |Lm2

(f)|r > · · · > |Lmq
(f)|r. (1.2)

V  tçn t¤i mët h¬ng sè A ch¿ phö thuëc v o c¡c h» sè cõa c¡c d¤ng tuy¸n

t½nh Lj thäa m¢n:

|fj|r 6 A|Lmt
(f)|r (1.3)

vîi måi 0 6 j 6 n v  1 6 t 6 q − n.

Chùng minh. Vîi r > 0, |Lj(f)|r, j = 1, . . . , q l  c¡c h¬ng sè d÷ìng, do

�â ta câ thº chån �÷ñc mët ph²p ho¡n và P = {m1, . . . ,mq} cõa tªp

{1, . . . , q} thäa m¢n (1.2).

B¥y gií ta chùng minh sü tçn t¤i cõa A. Do n¶n Lj(f) l  mët d¤ng

tuy¸n t½nh cõa fj n¶n

Lj(f) =
n∑
k=0

akjfk (1.4)

vîi måi j = 1, 2, . . . , q, trong �â akj ∈ K, j = 1, 2, . . . , q, k = 0, . . . , n. Gåi

m1, . . . ,mq thäa m¢n (1.2) v  t : 1 6 t 6 q − n tòy þ, gåi

{h0, h1, . . . , hn} = {Lmt
(f), Lmq−n+1

(f), Lmq−n+2
(f), . . . , Lmq

(f)}
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khi �â h0, h1, . . . , hn l  �ëc lªp tuy¸n t½nh v¼ hå H ð và tr½ têng qu¡t. Tø

(1.2) ta câ :

|hj|r 6 |Lmt
(f)|r, ∀j = 0, 1, . . . , n. (1.5)

Tø (1.4) ta câ :

hj =
n∑
k=0

bkjfk, (1.6)

trong �â bkj l  c¡c h¬ng sè �÷ñc t¤o ra tø akj. Do hj l  �ëc lªp tuy¸n t½nh

n¶n tø (1.6) ta câ :

fk =
n∑
j=0

cjkhj (1.7)

vîi k = 0, 1, . . . , n, trong �â cjk l  phö thuëc v o bkj . Do �â cjk phö thuëc

v o akj . �°t

At = max
j=0,1,...,n

|cjk|r v  AP = max
t=1,...,q−n

At.

Khi �â tø (1.7) ta câ

|fk|r = |
n∑
j=0

cjkhj|r 6 max
j=0,1,...,n

|cjk|r|hj|r

6 At max
j=0,1,...,n

|hj|r 6 AP max
j=0,1,...,n

|hj|r (1.8)

vîi måi k = 0, . . . , n. Tø (1.5) v  (1.8) ta câ :

|fk|r 6 AP |Lmt
(f)|r

vîi måi k = 0, . . . , n v  1 6 t 6 q − n.
Chó þ r¬ng, vîi méi ph²p ho¡n và A ta t¼m �÷ñc AP . Ta câ thº lüa

chån A = maxP AP , trong �â maximum l  l§y tr¶n t§t c£ c¡c ho¡n và P

cõa tªp c¡c sè nguy¶n {1, 2, . . . , q}. Nh÷ vªy h¬ng sè A thäa m¢n (1.3).

Bê �· �÷ñc chùng minh.

Ta ti¸p töc chùng minh �ành lþ 1.7. K½ hi»u W = W (f0, . . . , fn). D¹

nhªn th§y tû sè v  m¨u sè cõa h m

H =
L1(f)L2(f) . . . Lq(f)

W
,
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l  c¡c h m ch¿nh h¼nh tr¶n K. Do �â n¸u z0 ∈ K l  mët khæng �iºm cõa

H th¼ tçn t¤i j ∈ {1, 2, . . . , q} sao cho Lj(f)(z0) = 0. Hìn núa, d¹ d ng

th§y r¬ng

ordH(z0) =

q∑
j=1

ordLj(f)(z0)− ordW (z0).

Vîi méi z0 ∈ K tòy þ, ta s³ chùng minh

ordH(z0) =

q∑
j=1

ν(Hj, z0)− V(H, z0). (1.9)

Thªt vªy, ta xem x²t hai tr÷íng hñp câ thº x£y ra

Tr÷íng hñp 1. N¸u W (z0) 6= 0 th¼ ordW (z0) = 0 v  tø Bê �· 1.5 ta câ

dj = j, ∀j = 1, . . . , q,

�i·u n y k²o theo

ε(Hj, z0) = 0

vîi måi j = 0, 1, . . . , q. D¹ th§y trong tr÷íng hñp n y h m Lj(f) khæng

câ bëi d÷ t¤i z0, tùc l 

j = ν(Hj, z0) = ordLj(f)(z0) = dj.

V  V(H, z0) = ordW (z0)−
∑q

j=1 ε(Hj, z) = 0. K²o theo

ordH(z0) =

q∑
j=1

ordLj(f)(z0) =

q∑
j=1

ν(Hj, z0).

Suy ra (1.9) l  �óng trong tr÷íng hñp n y. V¼

V(H, z0) = m−
q∑
j=1

ε(Hj, z0) = 0.

Tr÷íng hñp 2. N¸u W (z0) = 0 th¼ ordW (z0) > 0. Tø �ành ngh¾a ta câ :

ordW (z0) =

q∑
j=1

ε(Hj, z0) + V(H, z0)

=

q∑
j=1

(ordLj(f)(z0)− ν(Hj, z0)) + V(H, z0).
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Suy ra

ordH(z0) =

q∑
j=1

ordLj(f)(z0)− ordW (z0) =

q∑
j=1

ν(Hj, z0)− V(H, z0).

Nh÷ vªy (1.9) �óng trong Tr÷íng hñp 2. Do �â (1.9) �óng trong c¡c tr÷íng

hñp câ thº x£y ra.

Vîi méi r > 0, tø (1.9) ta câ

n

(
r,

1

H

)
=

q∑
j=1

νf(r,Hj)− Vf(r,H),

k²o theo

N

(
r,

1

H

)
=

q∑
j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H). (1.10)

Tø Bê �· 1.8, tçn t¤i mët ho¡n và m1, . . . ,mq cõa c¡c sè nguy¶n 1, . . . , q

v  mët h¬ng sè A > 0 sao cho :

|Lm1
(f)|r > |Lm2

(f)|r > · · · > |Lmq
(f)|r

v 

|fj|r 6 A|Lmt
(f)|r

vîi måi j = 0, . . . , n v  1 6 t 6 q − n. Suy ra

‖f‖r = max
j=0,...,n

{|fj|r} 6 A|Lmt
(f)|r

vîi måi 1 6 t 6 q − n. K²o theo

Tf(r) = log ‖f‖r 6 log |Lmt
(f)|r +O(1)

vîi måi 1 6 t 6 q − n. L§y têng hai v¸ b§t �¯ng thùc tr¶n vîi t tø 1 �¸n

q − n− 1, ta câ

(q − n− 1)Tf(r) 6
q−n−1∑
t=1

log |Lmt
(f)|r +O(1)

= log |Lm1
(f)|r . . . |Lmq−n−1(f)|r +O(1)

6 max
16k1<k2<···<kq−n−16q

log |Lk1(f)|r . . . |Lkq−n−1(f)|r

+O(1). (1.11)
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B¥y gií ta �°t

v(r) = max
16k1<k2<···<kq−n−16q

log |Lk1(f)|r . . . |Lkq−n−1(f)|r.

Gåi {a1, a2, . . . , aq−n−1} ⊂ {1, 2, . . . , q} trong �â

1 6 a1 < · · · < aq−n−1 6 q

v 

{b1, b2, . . . , bn+1} = {1, 2, . . . , q} \ {a1, a2, . . . , aq−n−1},

tø t½nh ch§t Wronskian ta câ:

CW (Lb1(f), Lb2(f), . . . , Lbn+1
(f)) = W (f0, . . . , fn),

trong �â C = C(b1, b2, . . . , bn+1) 6= 0 l  mët h¬ng sè. K²o theo

H =
L1(f)L2(f) . . . Lq(f)

W

=
L1(f)L2(f) . . . Lq(f)

CW (Lb1(f), Lb2(f), . . . , Lbn+1
(f))

=
La1(f)La2(f) . . . Laq−n−1(f)

CG
, (1.12)

trong �â

G =
W (Lb1)(f), . . . , Lbn+1

(f)

Lb1(f), . . . , Lbn+1
(f)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1
(Lb1(f))′

Lb1(f)
. . .

(Lbn+1
(f))′

Lbn+1
(f)

... . . . ...
(Lb1(f))(n)

Lb1(f)
. . .

(Lbn+1
(f))(n)

Lbn+1
(f)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

�°t

w(r) = max{log |CG|r : 1 6 b1 < b2 < · · · < bn+1 6 q},

tø (1.12) ta câ

v(r) 6 log |H|r + w(r) +O(1).

Do �â tø (1.11)

(q − n− 1)Tf(r) 6 log |H|r + w(r) +O(1). (1.13)
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�p döng cæng thùc Jensen, ta câ:

log |H|r = log µ(r,H) = N

(
r,

1

H

)
−N(r,H) +O(1). (1.14)

K¸t hñp (1.10), (1.13) v  (1.14) ta câ :

(q − n− 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H)−N(r,H)

+ w(r) +O(1). (1.15)

B¥y gií ta ÷îc l÷ñng w(r). Vîi méi bë 1 6 b1 < b2 < · · · < bn+1 6 q, ta

câ

G =
∑
σ

sign(σ)
n∏
j=1

(Lσ(αj)(f))(j)

Lσ(αj)(f)
,

trong �â têng l§y tr¶n t§t c£ c¡c ho¡n và cõa tªp con {α1, . . . , αn} cõa

tªp c¡c sè tü nhi¶n {b1, b2, . . . , bn+1}. Do �â

log |G|r 6 max log
n∏
j=1

∣∣∣∣∣(Lσ(αj)(f))(j)

Lσ(αj)(f)

∣∣∣∣∣
r

= max
n∑
j=1

log

∣∣∣∣∣(Lσ(αj)(f))(j)

Lσ(αj)(f)

∣∣∣∣∣
r

.

Ta câ

log

∣∣∣∣∣(Lσ(αj)(f))(j)

Lσ(αj)(f)

∣∣∣∣∣
r

= log µ

(
r,

(Lσ(αj)(f))(j)

Lσ(αj)(f)

)

6 log
1

rj
= −j log r.

Nh÷ vªy

log |G|r 6 −
n(n+ 1)

2
log r.

Suy ra

w(r) 6
n∑
j=1

−j log r +O(1)

= −n(n+ 1)

2
log r +O(1).
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K¸t hñp (1.15) ta câ

(q − n− 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H)− n(n+ 1)

2
log r +O(1).

�ành lþ �÷ñc chùng minh.

Chó þ 1.2. Vîi méi �÷íng cong ch¿nh h¼nh f v  vîi méi si¶u ph¯ng H.

Tø �ành ngh¾a ta d¹ d ng nhªn th§y

Nf(r,H) 6 Nn
f (r,H).

Do �â b§t �¯ng thùc trong �ành lþ 1.7 cõa chóng tæi m¤nh hìn b§t �¯ng

thùc trong �ành lþ B cõa H. H. Khoai v  M. V. Tu.
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K¸t luªn Ch÷ìng 1

Trong ch÷ìng n y tæi �¢ thüc hi»n mët sè nëi dung nghi¶n cùu sau:

1. Giîi thi»u mët sè ki¸n thùc cì b£n sû döng trong luªn ¡n: tr÷íng c¡c

sè p−adic, lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà Nevanlinna-Cartan cho �÷íng cong

ch¿nh h¼nh tr¶n tr÷íng phùc ho°c khæng Acsimet v  mët sè kh¡i ni»m li¶n

quan �¸n h m �¸m rót gån.

2. Chùng minh mët sè k¸t qu£ bê trñ v· quan h» giúa bªc khæng �iºm

cõa Wronskian cõa c¡c h m ch¿nh h¼nh vîi bªc khæng �iºm câ thº câ cõa

c¡c h m thuëc c¡c tªp c¡c tê hñp tuy¸n t½nh khæng t¦m th÷íng cõa c¡c

h m �â.

3. Chùng minh mët d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai kiºu Cartan cho �÷íng

cong ch¿nh h¼nh khæng Acsimet vîi h m �¸m rót gån k¸t hñp vîi si¶u

ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t (�ành lþ 1.7).
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Ch÷ìng 2

Mët sè d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai
cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh

Trong ch÷ìng n y chóng tæi chùng minh hai d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai

cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh, bao gçm �ành lþ cì b£n thù hai kiºu Cartan-

Nochka cho �÷íng cong tr¶n tr÷íng khæng Acsimet v  �ành lþ cì b£n thù

hai cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh phùc tr¶n h¼nh v nh khuy¶n. C¡c k¸t qu£

ch½nh trong ch÷ìng n y vi¸t düa tr¶n B£n th£o [1] v  B i b¡o [3] trong

Danh möc Cæng tr¼nh cõa t¡c gi£ li¶n quan �¸n luªn ¡n.

2.1. �ành lþ kiºu Cartan-Nochka cho �÷íng cong tr¶n tr÷íng
khæng Acsimet

Trong ph¦n n y chóng tæi s³ chùng minh mët d¤ng �ành lþ cì b£n thù

hai cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng Acsimet vîi h m �¸m rót gån trong

tr÷íng hñp möc ti¶u l  c¡c si¶u ph¯ng cè �ành ð và tr½ N−d÷îi têng qu¡t.

Tr÷îc h¸t chóng tæi giîi thi»u mët sè kh¡i ni»m v  k¸t qu£ nghi¶n cùu

li¶n quan �¸n vi»c chùng minh �ành lþ ch½nh.

Bëi d÷ vîi trång Nochka

Vîi méi mët tªp húu h¤n R, ta k½ hi»u |R| l  sè c¡c ph¦n tû cõa R. N«m

1983, E. I. Nochka �¢ chùng minh hai k¸t qu£ sau li¶n quan �¸n hå c¡c

si¶u m°t ð và tr½ N−d÷îi têng qu¡t.

Bê �· 2.1 ([34]). Cho q > 2N − n + 1 v  {Hj}qj=1 l  mët hå c¡c si¶u
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ph¯ng ð và tr½ N−d÷îi têng qu¡t trong Pn(C). K½ hi»u Q = {1, 2, . . . , q}.
Khi �â tçn t¤i c¡c sè húu t� d÷ìng w(j) thäa m¢n c¡c �i·u ki»n:

i) 0 < w(j) 6 1 vîi måi j ∈ Q;

ii) �°t w∗ = max
j∈Q

w(j), ta câ

q∑
j=1

w(j) = w∗(q − 2N + n− 1) + n+ 1;

iii)
n+ 1

2N − n+ 1
6 w∗ 6

n

N
;

iv) Vîi méi R ⊂ Q thäa m¢n 0 < |R| 6 N + 1, ta câ∑
j∈R

w(j) 6 rank{Hj}j∈R;

C¡c sè húu t� khæng ¥m w(j), j = 1, . . . , q, trong Bê �· 2.1 �÷ñc gåi l 

trång Nochka v  w∗ �÷ñc gåi l  h¬ng sè Nochka.

Bê �· 2.2 ([34]). Cho q > 2N − n + 1 v  {Hj}qj=1 l  mët hå c¡c si¶u

ph¯ng ð và tr½ N−d÷îi têng qu¡t trong Pn(C). Gåi w(j), j ∈ Q, l  c¡c

trång Nochka trong Bê �· 2.1. K½ hi»u Q = {1, 2, . . . , q} v  Ej > 1, j ∈ Q,
l  c¡c sè thüc tòy þ. Khi �â, vîi méi R ⊂ Q vîi 0 < |R| 6 N + 1, tçn t¤i

mët tªp con R0 ⊂ R thäa m¢n

|R0| = rank{Hj}j∈R0
= rank{Hj}j∈R,

v  ∏
j∈R

E
w(j)
j 6

∏
j∈R0

Ej.

Chó þ r¬ng c¡c bê �· 2.1 v  2.2 công �óng trong tr÷íng hñp hå c¡c

si¶u m°t ð và tr½ N−d÷îi têng qu¡t trong khæng gian Pn(K).

Cho f : K −→ Pn(K) l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh, trong �â (f0, . . . , fn)

l  mët biºu di¹n tèi gi£n cõa f. Ta nh­c l¤i L = L(f0, . . . , fn) l  tªp t§t

c£ c¡c tê hñp tuy¸n t½nh khæng t¦m th÷íng cõa f0, . . . , fn v 

Wf = W (f0, . . . , fn)
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l  �ành thùc Wronskian cõa f0, . . . , fn, hay cán gåi l  cõa f.

Cho H l  mët si¶u ph¯ng trong Pn(K), ta nh­c l¤i vîi méi z0 ∈ K,
ε(H, z0) l  bëi d÷ cõa Hj ◦ f t¤i �iºm z0, tùc l  ε(H, z0) = dj(z0)− j > 0

khi ordHj◦j(z0) = dj(z0). Ta câ bê �· sau v· quan h» giúa bëi khæng �iºm

cõa Wronskian mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh f v  bëi d÷ vîi trång Nochka

cõa f k¸t hñp vîi mët hå c¡c si¶u ph¯ng.

Bê �· 2.3. Cho f : K → Pn(K) l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng suy

bi¸n tuy¸n t½nh v  H = {H1, . . . , Hq} l  mët hå gçm q > 2N − n+ 1 si¶u

ph¯ng trong Pn(K) ð và tr½ N−d÷îi têng qu¡t. Gåi w(j), j = 1, . . . , q, l 

c¡c trång Nochka trong Bê �· 2.1. Khi �â vîi méi z0 ∈ K, ta câ
q∑
j=1

w(j)ε(Hj, z0) 6 ordWf
(z0). (2.1)

trong �â ordWf
(z0) l  bëi khæng �iºm cõa Wf t¤i z0.

Chùng minh. Ta x²t hai tr÷íng hñp câ thº

Tr÷íng hñp 1.Wf(z0) 6= 0. Khi �â ordWf
(z0) = 0. Hìn núa, tø Bê �· 1.5

ta câ dj = j vîi måi j = 0, . . . , n, do �â

ε(Hj, z0) = 0

vîi måi j ∈ {1, . . . , q}. �i·u n y k²o theo (2.1) �óng.

Tr÷íng hñp 2. Wf(z0) = 0. Khi �â ordWf
(z0) > 1. Vîi méi j = 1, . . . , q,

ta k½ hi»u Lj l  d¤ng tuy¸n t½nh thu¦n nh§t �ành ngh¾a Hj. Gåi S0 l 

mët tªp con cõa {1, . . . , q} thäa m¢n Lj(f)(z0) = 0 vîi måi j ∈ S0 v 

Lj(f)(z0) 6= 0 vîi måi j ∈ {1, . . . , q}\S0. Tø gi£ thi¸t hå c¡c si¶u ph¯ng

H ð và tr½ N−d÷îi têng qu¡t, |S0| 6 N. Gåi S ⊂ {1, . . . , q} l  mët tªp

thäa m¢n S0 ⊂ S v  |S| = N + 1. D¹ d ng kiºm tra �÷ñc ε(Hj, z0) = 0

vîi måi j ∈ {1, . . . , q}\S. �i·u n y k²o theo
q∑
j=1

w(j)ε(Hj, z0) =
∑
k∈S

w(k)ε(Hk, z0). (2.2)
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�°t Ej = eε(Hj ,z0) vîi méi j = 1, . . . , q, khi �â Ej > 1. Tø gi£ thi¸t hå

c¡c si¶u ph¯ng H l  ð và tr½ N− d÷îi tèng qu¡t ta câ

rank{Hk}k∈S = n+ 1,

do �â tø Bê �· 2.2, tçn t¤i mët tªp con S0 ⊂ S thäa m¢n

|S0| = rank{Hk}k∈S0
= rank{Hk}k∈S = n+ 1

v  ∏
k∈S

E
w(k)
k 6

∏
k∈S0

Ek.

L§y logarit hai v¸ cõa b§t �¯ng thùc tr¶n ta câ∑
k∈S

w(k)ε(Hk, z0) =
∑
k∈S0

ε(Hk, z0). (2.3)

Chó þ r¬ng hå c¡c si¶u ph¯ng {Hk, k ∈ S0} ð và tr½ têng qu¡t n¶n tø

Bê �· 1.6, ta câ ∑
k∈S0

ε(Hk, z0) 6 ordWf
(z0). (2.4)

K¸t hñp (2.2), (2.3) v  (2.4) ta câ (2.1). M»nh �· �÷ñc chùng minh.

Bê �· 2.3 cho chóng ta th§y têng t§t c£ bëi d÷ vîi trång Nochka cõa

mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh k¸t hñp mët hå c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ N−d÷îi
têng qu¡t t¤i mët �iºm z0 luæn nhä hìn bëi khæng �iºm cõa Wronskian

cõa f t¤i �iºm �â. Chó þ r¬ng, Bê �· 2.3 �÷ñc chùng minh trong tr÷íng

hñp �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng Acsimet v  bê �· n y v¨n cán �óng

trong tr÷íng hñp �÷íng cong ch¿nh h¼nh phùc.

�ành lþ cì b£n thù hai

Cho f : K −→ Pn(K) l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh, trong �â (f0, . . . , fn)

l  mët biºu di¹n tèi gi£n cõa f. Cho H = {H1, . . . , Hq} l  mët hå gçm

q > 2N − n + 1 si¶u ph¯ng trong Pn(K) ð và tr½ N−d÷îi têng qu¡t. Gåi



40

w(j), j = 1, . . . , q, l  c¡c trång Nochka cõa hå H trong Bê �· 2.1. Vîi méi

z ∈ K, ta k½ hi»u

V(H, z) = ordWf
(z0)−

q∑
j=1

w(j)ε(Hj, z),

ð �¥y Wf = W (f0, . . . , fn). Theo Bê �· 2.3 ta d¹ d ng th§y r¬ng

V(H, z) > 0.

Vîi r > 0 ta �°t

Vf(r,H) =
∑
|z|6r

V(H, z)

v  gåi

Uf(r,H) =

∫ r

0

Vf(t,H)− Vf(0,H)

t
dt− Vf(0,H) log r

h m �¸m bëi d÷ vîi trång Nochka cõa �÷íng cong ch¿nh h¼nh f k¸t hñp

vîi hå si¶u ph¯ng H.
Vîi méi j = 1, . . . , q, gi£ sû r¬ng

w(j) = aj/bj

trong �â aj, bj l  c¡c sè nguy¶n khæng ¥m v  bj 6= 0. K½ hi»uM = b1 . . . bq.

V  �°t

Φ =
L1(f)Mw(1) . . . Lq(f)Mw(q)

WM
f

, (2.5)

trong �â Wf = W (f0, . . . , fn). N«m 2023 chóng tæi �¢ chùng minh mët

d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai vîi h m �¸m rót gån cho �÷íng cong ch¿nh

h¼nh khæng Acsimet k¸t hñp vîi mët hå c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ N− d÷îi

têng qu¡t trong khæng gian x¤ £nh Pn(K) nh÷ sau:

�ành lþ 2.4. Cho f : K → Pn(K) l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng

suy bi¸n tuy¸n t½nh v  H = {H1, . . . , Hq} l  mët hå gçm q si¶u ph¯ng
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(q > 2N − n+ 1) trong Pn(K) ð và tr½ N−d÷îi têng qu¡t. Khi �â

(q − 2N + n− 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

Nf(r,Hj)−
N

n
Uf(r,H)− N

Mn
N(r,Φ)

− (N + 1)n

2
log r +O(1),

khi r −→∞ n¬m ngo i mët tªp câ �ë �o tuy¸n t½nh húu h¤n.

Chùng minh. Gåi Lj, 1 6 j 6 q l  c¡c d¤ng tuy¸n t½nh trong K[z0, . . . , zn]

�ành ngh¾a Hj t÷ìng ùng v  (f0, . . . , fn) l  mët biºu di¹n tèi gi£n cõa f.

�º chùng minh �ành lþ 2.4 ta c¦n c¡c m»nh �· sau

M»nh �· 2.5. Vîi c¡c gi£ thi¸t cõa �ành lþ 2.4, tçn t¤i mët h¬ng sè

A > 0 ch¿ phö thuëc v o c¡c h» sè cõa Lj thäa m¢n vîi måi r > 0,

|Lj(f)|r 6 A.||f ||r (2.6)

vîi måi j = 1, . . . , q.

Chùng minh. K½ hi»u

Lj(z0, . . . , zn) =
n∑
k=0

akjzk (2.7)

vîi j = 1, . . . , q. K½ hi»u ||Lj|| = max
k=0,...,n

{|akj|}. Vîi méi r > 0 ta câ

|Lj(f)|r =
∣∣ n∑
k=0

akjfk
∣∣
r
6 max

k=0,...,n
{|akj|r|fk|r}

6 max
k=0,...,n

{|akj|} max
k=0,...,n

{|fk|r} = ||Lj||.||f ||r,

vîi méi j = 1, . . . , q. Khi �â ta �°t

A = max
j=1,...,q

||Lj||,

th¼ A thäa m¢n (2.6). M»nh �· �÷ñc chùng minh.

M»nh �· 2.6. Vîi c¡c gi£ thi¸t cõa �ành lþ 2.4. Khi �â vîi méi r > 0,

tçn t¤i mët ho¡n và m1, . . . ,mq cõa c¡c sè tü nhi¶n 1, 2, . . . , q thäa m¢n

|Lm1
(f)|r > |Lm2

(f)|r > · · · > |Lmq
(f)|r. (2.8)
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Hìn núa, tçn t¤i h¬ng sè d÷ìng B ch¿ phö thuëc v o c¡c h» sè cõa Lj

thäa m¢n

||f ||r 6 B|Lmt
(f)|r (2.9)

vîi måi 1 6 t 6 q −N.

Chùng minh. Ta bi¸t r¬ng, vîi méi r > 0 v  vîi méi j ∈ {1, . . . , n},
|Lj(f)|r l  mët sè sè thüc khæng ¥m, n¶n ta câ thº chån �÷ñc mët ho¡n

và P = {m1, . . . ,mq} cõa tªp c¡c sè tü nhi¶n {1, . . . , q} thäa m¢n (2.8).

Ta ti¸p töc chùng minh sü tçn t¤i cõa h¬ng sè B. �°t

Lj(z0, . . . , zn) =
n∑
k=0

akjzk (2.10)

vîi méi j = 1, . . . , q, trong �â akj ∈ K, j = 1, . . . , q, k = 0, . . . , n l  c¡c

h¬ng sè. Gåi m1, . . . ,mq l  c¡c sè tü nhi¶n trong (2.8) v  t l  mët sè tü

nhi¶n thäa m¢n 1 6 t 6 q − N , ta k½ hi»u T0, . . . , TN l  c¡c d¤ng tuy¸n

t½nh Lmt
, Lmq−N+1

, Lmq−N+2
, . . . , Lmq

. Tø Bê �· 2.2, tçn t¤i mët tªp con

{Tj0, . . . , Tjn} ⊂ {T0, . . . , TN} thäa m¢n

rank{Tj0, . . . , Tjn} = n+ 1,

tùc l  Tj0, . . . , Tjn l  �ëc lªp tuy¸n t½nh.

Tø (2.10), vîi méi i = 0, . . . , n ta câ

Tji =
n∑
k=0

bkjizk, (2.11)

trong �â c¡c h¬ng sè {bkji} �÷ñc l§y tø tªp c¡c h¬ng sè {akj} trong (2.10).
V¼ Tj0, . . . , Tjn �ëc lªp tuy¸n t½nh n¶n tø (2.11) ta câ

zk =
n∑
i=0

cjikTji (2.12)

vîi k = 0, . . . , n, trong �â c¡c h¬ng sè {cjik} ch¿ phö thuëc v o c¡c h¬ng

sè {bkji}. Nh÷ vªy {cjik} ch¿ phö thuëc v o c¡c h¬ng sè {akj} trong (2.10)
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v  mët trong chóng l  kh¡c 0. �°t

Bt = max
i=0,...,n

|cjik|r = max
i=0,...,n

|cjik| > 0 v  BP = max
t=1,...,q−N

Bt.

Ta bi¸t r¬ng sè c¡c ho¡n và {m1, . . . ,mq} cõa {1, . . . , q} l  húu h¤n n¶n

ta câ thº chån B = max
P

BP > 0, trong �â maximum �÷ñc l§y tr¶n t§t c£

c¡c ho¡n và P cõa tªp c¡c sè tü nhi¶n {1, . . . , q}.
B¥y gií ta chùng minh B thäa m¢n (2.9). Tø �ành ngh¾a cõa T0, . . . , TN

v  (2.8) ta câ

|Tj(f)|r 6 |Lmt
(f)|r (2.13)

vîi méi j ∈ {0, . . . , N}. Tø (2.12), ta câ

|fk|r = |
n∑
j=0

cjikTji(f)|r 6 max
i=0,...,n

|cjik|r|Tji(f)|r 6 Bt max
i=0,...,n

|Tji(f)|r

6 BP max
i=0,...,n

|Tji(f)|r 6 B max
j=0,...,N

|Tj(f)|r (2.14)

vîi k = 0, . . . , n. K¸t hñp (2.13) vîi (2.14), ta câ

|fk|r 6 B|Lmt
(f)|r

vîi méi k = 0, . . . , n v  1 6 t 6 q −N. �i·u n y k²o theo

||f ||r 6 B|Lmt
(f)|r

vîi méi 1 6 t 6 q − N. Tùc l  B thäa m¢n (2.9). M»nh �· �÷ñc chùng

minh.

Ta ti¸p töc chùng minh �ành lþ. Vîi méi j = 1, . . . , q, gi£ sû

Lj(z0, . . . , zn) =
n∑
k=0

akjzk,

khi �â ta câ ||Lj|| = maxk=0,...,n |akj|.
Do hå c¡c si¶u ph¯ng H ð và tr½ N−d÷îi têng qu¡t n¶n tø Bê �· 2.1,

tçn t¤i c¡c trång Nochka w(j), j = 1, . . . , q v  h¬ng sè Nochka w∗ �èi vîi

hå c¡c si¶u ph¯ng H thäa m¢n Bê �· 2.1, Bê �· 2.2 v  Bê �· 2.3. Ta nh­c
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l¤i r¬ng n¸u w(j) = aj/bj vîi j = 1, . . . , q, trong �â aj, bj l  c¡c sè nguy¶n

khæng ¥m v  bj 6= 0 th¼ M = b1 . . . bq v 

Φ =
L1(f)Mw(1) . . . Lq(f)Mw(q)

WM
f

, (2.15)

trong �â Wf = W (f0, . . . , fn). D¹ th§y r¬ng c£ tû v  m¨u cõa Φ l  c¡c

h m nguy¶n.

Vîi méi z0 ∈ K, ta s³ chùng minh

1

M
ordΦ(z0) =

q∑
j=1

w(j)ν(Hj, z0)− V(H, z0). (2.16)

Thªt vªy, tø �ành ngh¾a cõa Φ, ta câ

ordΦ(z0) = M

q∑
j=1

w(j)ordLj(f)(z0)−MordWf
(z0). (2.17)

Ta xem x²t hai tr÷íng hñp câ thº x£y ra:

N¸u Wf(z0) 6= 0, th¼ ordWf
(z0) = 0. Tø M»nh �· 1.5, ta câ vîi måi

j ∈ {0, . . . , q},
ordLj(f)(z0) = dj = j = ν(Hj, z0),

suy ra ε(Hj, z0) = dj − j = 0. �i·u n y k²o theo

V(H, z0) = ordWf
(z0)−

q∑
j=1

w(j)ε(Hj, z0) = 0.

Do �â tø (2.17), ta câ

ordΦ(z0) = M

q∑
j=1

w(j)ν(Hj, z0).

�i·u n y k²o theo (2.16).

N¸u Wf(z0) = 0. Tø �ành ngh¾a cõa V(H, z0) ta câ

ordWf
(z0) =

q∑
j=1

w(j)ε(Hj, z0) + V(H, z0)

=

q∑
j=1

w(j)(ordLj(f)(z0)− ν(Hj, z0)) + V(H, z0).
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�i·u n y k²o theo (2.16). Nh÷ vªy (2.16) �óng trong måi tr÷íng hñp.

Vîi r > 0 tòy þ, tø (2.16) ta câ

1

M
n

(
r,

1

Φ

)
6

q∑
j=1

w(j)νf(r,Hj)− Vf(r,H)

6 w∗
q∑
j=1

νf(r,Hj)− Vf(r,H),

�i·u n y k²o theo

1

M
N

(
r,

1

Φ

)
6 w∗

q∑
j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H). (2.18)

Ta th§y vîi méi r > 0, tø M»nh �· 2.6, tçn t¤i mët ph²p ph¥n ho¤ch

m1, . . . ,mq cõa tªp c¡c sè nguy¶n d÷ìng 1, . . . , q v  mët h¬ng sè d÷ìng

cè �ành B thäa m¢n

|Lm1
(f)|r > |Lm2

(f)|r > · · · > |Lmq
(f)|r

v 

||f ||r 6 B|Lmt
(f)|r

vîi méi 1 6 t 6 q −N. Do �â

|Lmt
(f)|r
||f ||r

>
1

B
(2.19)

vîi méi 1 6 t 6 q −N. �i·u n y k²o theo

q−N−1∏
t=1

(
|Lmt

(f)|r
||f ||r

)w(mt)

>
q−N−1∏
t=1

1

Bw(mt)
=

1

B
∑q−N−1

t=1 w(mt)
.

Hìn núa tø M»nh �· 2.5 ta câ

q−N−1∏
t=1

(
|Lmt

(f)|r
||f ||r

)w(mt)

6
q−N−1∏
t=1

Aw(mt) = A
∑q−N−1

t=1 w(mt).

�°t C0 = max
S

B
∑

t∈S w(t), C1 = max
S

A
∑

t∈S w(t), trong �â maximum �÷ñc

l§y tr¶n t§t c£ c¡c tªp con S ⊂ {1, . . . , q} thäa m¢n |S| = q−N − 1. Khi
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�â

1

C0
6

q−N−1∏
t=1

(
|Lmt

(f)|r
||f ||r

)w(mt)

6 C1. (2.20)

�°t Q = {1, . . . , q}, S = {mt, t = 1, . . . , q−N −1} th¼ |S| = q−N −1.

�°t R = Q\S, khi �â ta câ∏
j∈S

(
|Lj(f)|r
||f ||r

)w(j)

=
∏
j∈Q

(
|Lj(f)|r
||f ||r

)w(j)

.
∏
j∈R

(
||f ||r
|Lj(f)|r

)w(j)

=
∏
j∈Q

(
|Lj(f)|r
||f ||r

)w(j)

.
∏
j∈R

(
||f ||r||Lj||
|Lj(f)|r

)w(j)

.
∏
j∈R

1

||Lj||w(j)
. (2.21)

Chó þ r¬ng |R| = N + 1, n¶n theo Bê �· 2.2, ta thu �÷ñc mët tªp con

R0 ⊂ R, |R0| = n+ 1 thäa m¢n∏
j∈R

(
||f ||r||Lj||
|Lj(f)|r

)w(j)

6
∏
j∈R0

||f ||r||Lj||
|Lj(z)|r

.

�°t

C =
∏
j∈R

1

||Lj||w(j)
.
∏
j∈R0

||Lj||,

khi �â C > 0 l  mët h¬ng sè v  tø (2.21) ta câ∏
j∈S

(
|Lj(f)|r
||f ||r

)w(j)

6 C
∏
j∈Q

(
|Lj(f)|r
||f ||r

)w(j)

.
∏
j∈R0

||f ||r
|Lj(f)|r

.

= C

∏
j∈Q |Lj(f)|w(j)

r

||f ||
∑

j∈Q w(j)
r

.
||f ||n+1

r∏
j∈R0
|Lj(f)|r

.

= C

∏
j∈Q |Lj(f)|w(j)

r∏
j∈R0
|Lj(f)|r

1

||f ||
∑

j∈Q w(j)−n−1
r

.

= C

∏
j∈Q |Lj(f)|w(j)

r∏
j∈R0
|Lj(f)|r

1

||f ||w
∗(q−2N+n−1)

r

.
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L§y logarit hai v¸ b§t �¯ng thùc tr¶n ta câ

log
∏
j∈S

(
|Lj(f)|r
||f ||r

)w(j)

6 log
∏
j∈Q
|Lj(f)|w(j)

r − log
∏
j∈R0

|Lj(f)|r

− w∗(q − 2N + n− 1)Tf(r) +O(1). (2.22)

Tø (2.20) ta suy ra

log
∏
j∈S

(
|Lj(f)|r
||f ||r

)w(j)

= O(1),

do �â tø (2.22) ta câ

w∗(q − 2N + n− 1)Tf(r) 6 log

∏
j∈Q |Lj(f)|w(j)

r

|Wf |r
+ log

|Wf |r∏
j∈R0
|Lj(f)|r

− log
∏
j∈S

(
|Lj(f)|r
||f ||r

)w(j)

+O(1)

=
1

M
log

∣∣∣∣L1(f)Mw(1) . . . Lq(f)Mw(q)

WM
f

∣∣∣∣
r

+ log

∣∣∣∣ Wf∏
j∈R0

Lj(f)

∣∣∣∣
r

+O(1). (2.23)

B¥y gií ta ÷îc l÷ñng log

∣∣∣∣ Wf∏
j∈R0

Lj(z)

∣∣∣∣
r

. �°t R0 = {b1, . . . , bn+1}. V¼

rank{Hj}j∈R0
= n+ 1 = |R0|,

n¶n theo t½nh ch§t cõa Wronskian ta câ,

W (f0, . . . , fn) = CW (Lb1(f), . . . , Lbn+1
(f)),

Do �â
Wf∏

j∈R0
Lj(z)

=
CW (Lb1(f), . . . , Lbn+1

(f))

Lb1(f) . . . Lbn+1
(f)

= CG,
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trong �â

G =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1
(Lb1(f))′

Lb1(f)
. . .

(Lbn+1
(f))′

Lbn+1
(f)

... . . . ...
(Lb1(f))(n)

Lb1(f)
. . .

(Lbn+1
(f))(n)

Lbn+1
(f)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ta bi¸t r¬ng

G =
∑
σ

sgn(σ)
n∏
j=1

(Lσ(αj)(f))(j)

Lσ(αj)(f)
,

trong �â têng �÷ñc l§y tr¶n t§t c£ c¡c ho¡n và σ cõa t§t c£ c¡c tªp

{α1, . . . , αn} thuëc {b1, . . . , bn+1}. Suy ra

log |G|r 6 max log
n∏
j=1

∣∣∣∣∣(Lσ(αj)(f))(j)

Lσ(αj)(f)

∣∣∣∣∣
r

= max
n∑
j=1

log

∣∣∣∣∣(Lσ(αj)(f))(j)

Lσ(αj)(f)

∣∣∣∣∣
r

= max
n∑
j=1

log µ

(
r,

(Lσ(αj)(f))(j)

Lσ(αj)(f)

)

6 max
n∑
j=1

log
1

rj
=

n∑
j=1

−j log r = −n(n+ 1)

2
log r.

Nh÷ vªy

log

∣∣∣∣ Wf∏
j∈R0

Lj(z)

∣∣∣∣
r

6 −n(n+ 1)

2
log r +O(1). (2.24)

Theo cæng thùc Jensen ta câ

log |Φ|r = log µ(r,Φ) = N

(
r,

1

Φ

)
−N(r,Φ) +O(1). (2.25)

K¸t hñp (2.23), (2.24) v  (2.25), ta câ

w∗(q − 2N + n− 1)Tf(r)

6
1

M
log |Φ|r −

n(n+ 1)

2
log r +O(1)

6
1

M

(
N

(
r,

1

Φ

)
−N(r,Φ)

)
− n(n+ 1)

2
log r +O(1).
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Do �â, tø (2.18) ta câ

w∗(q − 2N + n− 1)Tf(r) 6 w∗
q∑
j=1

Nf(r,Hj)− Uf(r,H)− 1

M
N(r,Φ)

− n(n+ 1)

2
log r +O(1).

Suy ra

(q − 2N + n− 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

Nf(r,Hj)−
1

w∗
Uf(r,H)− 1

Mw∗
N(r,Φ)

− n(n+ 1)

2w∗
log r +O(1)

6
q∑
j=1

Nf(r,Hj)−
N

n
Uf(r,H)− N

Mn
N(r,Φ)

− n(N + 1)

2
log r +O(1).

Nh÷ vªy �ành lþ �÷ñc chùng minh.

Chó þ r¬ng, do Nf(r,Hj) 6 Nn
f (r,Hj) vîi méi j = 1, 2, . . . , q, n¶n

�ành lþ 2.4 cõa chóng tæi l  mët c£i ti¸n cõa �ành lþ cì b£n thù hai kiºu

Cartan-Nochka (�ành lþ 1.3) cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng Acsimet.

Hìn núa khi hå H ð và tr½ têng qu¡t N = n th¼ w(j) = 1 vîi j = 1, . . . , q,

M = 1, Φ = H v  h m �¸m bëi d÷ vîi trång Nochka Uf(r,H) tròng vîi

h m �¸m bëi d÷. Trong tr÷íng hñp n y �ành lþ 2.4 nhªn l¤i �ành lþ 1.7.

2.2. �ành lþ cho �÷íng cong tr¶n h¼nh v nh khuy¶n

Tr÷îc khi chùng minh �ành lþ ch½nh, chóng tæi giîi thi»u mët sè kh¡i

ni»m, k½ hi»u v  k¸t qu£ v· ph¥n bè gi¡ trà cho h m v  �÷íng cong ch¿nh

h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n, c¦n thi¸t cho vi»c chùng minh c¡c k¸t qu£

ch½nh. Cho R0 > 1 l  mët sè thüc d÷ìng ho°c b¬ng +∞, ta gåi

∆ =
{
z ∈ C :

1

R0
< |z| < R0

}
, (2.26)



50

l  mët h¼nh v nh khuy¶n tr¶n C. Vîi méi sè thüc r thäa m¢n 1 < r < R0,

ta k½ hi»u

∆1,r =
{
z ∈ C :

1

r
< |z| 6 1

}
, ∆2,r =

{
z ∈ C : 1 < |z| < r

}
,

∆r =
{
z ∈ C :

1

r
< |z| < r

}
.

Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh tr¶n ∆, c ∈ C, ta �°t

m(r, f) =
1

2π

∫ 2π

0
log+ |f(reiθ)|dθ;

m(r,
1

f − c
) =

1

2π

∫ 2π

0
log+ 1

|f(reiθ)− c|
dθ.

K½ hi»u

m0(r, f) = m(r, f) +m(r−1, f),

v 

m0(r,
1

f − c
) = m(r,

1

f − c
) +m(r−1,

1

f − c
).

Ta gåi n1

(
r,

1

f − c

)
l  sè c¡c khæng �iºm cõa f−c trong ∆1,r, n2

(
r,

1

f − c

)
l  sè c¡c khæng �iºm cõa f − c trong ∆2,r, n1(r,∞) l  sè c¡c cüc �iºm cõa

∆1,r v  n2(r,∞) l  sè c¡c cüc �iºm cõa f trong ∆2,r. �°t

N1

(
r,

1

f − c

)
=

∫ 1

1/r

n1(t,
1

f−c)

t
dt, N2

(
r,

1

f − c

)
=

∫ r

1

n2(t,
1

f−c)

t
dt,

v 

N1(r, f) = N1(r,∞) =

∫ 1

1/r

n1(t,∞)

t
dt,

N2(r, f) = N2(r,∞) =

∫ r

1

n2(t,∞)

t
dt.

K½ hi»u

N0

(
r,

1

f − c

)
= N1

(
r,

1

f − c

)
+N2

(
r,

1

f − c

)
N0(r, f) = N1(r, f) +N2(r, f).
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H m

T0(r, f) = m0(r, f) +N0(r, f)− 2m(1, f)

�÷ñc gåi l  h m �°c tr÷ng Nevanlinna cõa f . D¹ th§y r¬ng c¡c h m

m0(r, f), N0(r, f) l  khæng ¥m v  h m T0(r, f) l  khæng ¥m, li¶n töc, lçi

v  khæng gi£m theo log r. M»nh �· sau �¥y l  mët d¤ng cõa �ành lþ Jensen

cho h m ph¥n h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n.

M»nh �· 2.7 ([24]). Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng tr¶n h¼nh

v nh khuy¶n ∆. Khi �â, vîi méi r ∈ (1, R0) ta câ

N0

(
r,

1

f

)
−N0(r, f) =

1

2π

∫ 2π

0
log |f(reiθ)|dθ +

1

2π

∫ 2π

0
log |f(r−1eiθ)|dθ

− 1

π

∫ 2π

0
log |f(eiθ)|dθ.

M»nh �· sau �¥y l  �ành lþ cì b£n thù nh§t cho h m ph¥n h¼nh tr¶n

h¼nh v nh khuy¶n.

M»nh �· 2.8 ([24]). Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng tr¶n h¼nh

v nh khuy¶n ∆. Khi �â vîi méi r ∈ (1, R0), ta câ

T0(r,
1

f − c
) = T0(r, f) +O(1)

vîi måi h¬ng sè c ∈ C.

Trong luªn ¡n n y, k½ hi»u “‖” trong c¡c b§t �¯ng thùc v· quan h»

giúa c¡c h m Nevanlinna cõa h m ph¥n h¼nh hay �÷íng cong ch¿nh h¼nh

tr¶n h¼nh v nh khuy¶n �÷ñc hiºu l  vîi R0 = +∞, b§t �­ng thùc �óng

vîi r ∈ (1,+∞) n¬m ngo i mët tªp ∆′r thäa m¢n
∫

∆′r
rλ−1dr < +∞, v 

vîi R0 < +∞, b§t �¯ng thùc �óng vîi r ∈ (1, R0) n¬m ngo i mët tªp

∆′r thäa m¢n
∫

∆′r

1

(R0 − r)λ+1
dr < +∞, trong �â λ > 0. M»nh �· sau �¥y

l  mët d¤ng Bê �· �¤o h m logarit cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh

v nh khuy¶n.
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M»nh �· 2.9 ([25]). Cho f l  mët h m ph¥n h¼nh tr¶n ∆ v  λ > 0. Khi

�â vîi méi r ∈ (1, R0), ta câ

(i) N¸u R0 = +∞,

‖ m0(r,
f ′

f
) = O(log r + log T0(r, f)).

(ii) N¸u R0 < +∞,

‖ m0(r,
f ′

f
) = O(log

1

R0 − r
+ log T0(r, f)).

�ành ngh¾a 2.1 ([39]). Cho f l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh tø ∆ v o

Pn(C), khi �â tçn t¤i c¡c h m ch¿nh h¼nh f0, . . . , fn tr¶n ∆, trong �â câ

½t nh§t mët h m khæng �çng nh§t b¬ng khæng sao cho

f(z) = (f0(z) : · · · : fn(z))

vîi måi z /∈ {f0 = · · · = fn = 0}. Ta gåi (f0, . . . , fn) l  mët biºu di¹n cõa

�÷íng cong f. N¸u c¡c h m f0, . . . , fn khæng câ khæng �iºm chung tr¶n

∆ th¼ ta gåi (f0, . . . , fn) l  mët biºu di¹n tèi gi£n cõa f .

�ành ngh¾a 2.2 ([39, 41]). �÷íng cong ch¿nh h¼nh f : ∆ −→ Pn(C) �÷ñc

gåi l  suy bi¸n tuy¸n t½nh n¸u £nh cõa f chùa trong mët �a t¤p tuy¸n

t½nh thüc sü n o �â cõa khæng gian x¤ £nh Pn(C). �÷íng cong ch¿nh h¼nh

f �÷ñc gåi l  suy bi¸n �¤i sè n¸u £nh cõa f chùa trong mët �a t¤p �¤i sè

thüc sü n o �â cõa Pn(C).

Cho f = (f0 : · · · : fn) : ∆ −→ Pn(C) l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh

tr¶n ∆ v  f = (f0, . . . , fn) l  mët biºu di¹n tèi gi£n cõa f , tùc l  c¡c

h m f0, . . . , fn ch¿nh h¼nh khæng câ khæng �iºm chung tr¶n ∆. Vîi méi

1 < r < R0, h m �°c tr÷ng Nevanlinna-Cartan Tf(r) cõa f �÷ñc �ành

ngh¾a bði

Tf(r) =
1

2π

∫ 2π

0
log ‖f(reiθ)‖dθ +

1

2π

∫ 2π

0
log ‖f(r−1eiθ)‖dθ,
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trong �â ‖f(z)‖ = max{|f0(z)|, . . . , |fn(z)|}. �ành ngh¾a n y khæng phö

thuëc v o c¡ch chån biºu di¹n tèi gi£n cõa h m f (câ thº sai kh¡c mët

h¬ng sè).

Cho D l  mët si¶u m°t trong Pn(C) bªc d v  Q l  �a thùc thu¦n nh§t

trong C[x0, . . . , xn] bªc d �ành ngh¾a D, ta nh­c l¤i, n¸u

Q(z0, . . . , zn) =
nd∑
k=0

akz
ik0
0 . . . ziknn ,

trong �â nd =
(
n+d
n

)
− 1 v  ik0 + · · · + ikn = d vîi k = 0, . . . , nd, th¼ ta k½

hi»u

(f,D) = Q(f) =
nd∑
k=0

akf
ik0
0 . . . f iknn .

Gi£ sû (f,D) 6≡ 0, vîi 1 < r < R0, h m x§p x¿ cõa h m f k¸t hñp vîi

si¶u m°t D �ành ngh¾a bði

mf(r,D) =
1

2π

∫ 2π

0
log

‖f(reiθ)‖d

|(f,D)(reiθ)|
dθ +

1

2π

∫ 2π

0
log

‖f(r−1eiθ)‖d

|(f,D)(r−1eiθ)|
dθ,

�ành ngh¾a n y khæng phö thuëc v o c¡ch chån biºu di¹n tèi gi£n cõa h m

f (câ thº sai kh¡c mët h¬ng sè).

Vîi r : 1 < r < R0, k½ hi»u n1,f(r,D) l  sè c¡c khæng �iºm cõa Q(f)

trong ∆1,r, n2,f(r,D) l  sè c¡c khæng �iºm cõa Q(f) trong ∆2,r, kº c£ bëi.

H m �¸m cõa f k¸t hñp vîi si¶u m°t D �÷ñc �ành ngh¾a bði

N1,f(r,D) =

∫ 1

r−1

n1,f(t,D)

t
dt, N2,f(r,D) =

∫ r

1

n2,f(t,D)

t
dt,

v 

Nf(r,D) = N1,f(r,D) +N2,f(r,D).

Cho α l  mët sè tü nhi¶n d÷ìng, ta k½ hi»u nα1,f(r,D) l  sè c¡c khæng �iºm

vîi bëi c­t cöt bði α cõa Q(f) trong ∆1,r, nα2,f(r,D) l  sè c¡c khæng �iºm

cõa Q(f) trong ∆2,r, trong �â méi khæng �iºm �÷ñc t½nh b¬ng sè bëi cõa

nâ n¸u bëi �â nhä hìn α v  b¬ng α trong tr÷íng hñp ng÷ñc l¤i, tùc l 

nα1,f(r,D) =
∑

z∈∆1,r,Q(f)(z)=0

min{ordQ(f)(z), α},
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nα2,f(r,D) =
∑

z∈∆2,r,Q(f)(z)=0

min{ordQ(f)(z), α}.

H m �¸m bëi c­t cöt cõa h m f �÷ñc �ành ngh¾a bði

Nα
1,f(r,D) =

∫ 1

r−1

nα1,f(t,D)

t
dt, Nα

2,f(r,D) =

∫ r

1

nα2,f(t,D)

t
dt,

v 

Nα
f (r,D) = Nα

1,f(r,D) +Nα
2,f(r,D).

Ti¸p theo chóng tæi chùng minh mët d¤ng �ành lþ cì b£n cho �÷íng

cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n cho h m �¸m bëi c­t cöt vîi möc

ti¶u l  c¡c si¶u m°t ð và tr½ têng qu¡t, c¦n thi¸t cho vi»c chùng minh

�ành lþ duy nh§t cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n trong

Ch÷ìng 3. �¦u ti¶n chóng tæi giîi thi»u v· Wronskian, giîi thi»u v  chùng

minh mët sè ki¸n thùc li¶n quan.

Cho f0, . . . , fn l  c¡c h m ch¿nh h¼nh, ta k½ hi»uW (f0, . . . , fn) l  Wron-

skian cõa c¡c h m f0, . . . , fn, tùc l 

W (f0, . . . , fn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f0 f1 . . . fn
f ′0 f ′1 . . . f ′n... ... . . . ...
f

(n)
0 f

(n)
1 . . . f

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
M»nh �· 2.10. Cho f : ∆→ Pn(C) l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng

suy bi¸n tuy¸n t½nh v  (f0 : · · · : fn) l  mët biºu di¹n tèi gi£n cõa f . Khi

�â vîi méi 1 < r < R0, ta câ

‖ m0

(
r,
W (f0, . . . , fn)

f0 . . . fn

)
= Of(r). (2.27)

Chùng minh. Ta chùng minh cho tr÷íng hñp R0 = +∞, tr÷íng hñp R0 <

+∞ �÷ñc chùng minh t÷ìng tü. Khæng m§t t½nh têng qu¡t ta gi£ sû

f0 khæng l  h m h¬ng. B¬ng lªp luªn t÷ìng tü nh÷ chùng minh cõa

Bê �· 1.4.3 trong [29], ta câ

W (f0, . . . , fn) = fn0 W

((
f1

f0

)′
, . . . ,

(
fn
f0

)′)
.



55

�°t gj = fj/f0 vîi j = 1, . . . , n, khi �â ta câ

W (f0, . . . , fn)

f0 . . . fn
=
W (g′1, . . . , g

′
n)

g1 . . . gn
. (2.28)

Ta th§y r¬ng

W (g′1, . . . , g
′
n)

g1 . . . gn
=
∑
σ

sgn(σ)
n∏
j=1

(gσ(j))
(j)

gσ(j)
,

trong �â têng �÷ñc l§y tr¶n t§t c£ c¡c ho¡n và σ cõa {1, . . . , n}. �i·u n y

k²o theo vîi méi r : 1 < r < R0, ta câ

m0

(
r,
W (g′1, . . . , g

′
n)

g1 . . . gn

)
6
∑
σ

n∑
j=1

m0

(
r,

(gσ(j))
(j)

gσ(j)

)
. (2.29)

Tø M»nh �· 2.9, vîi méi ho¡n và σ v  j ∈ {1, . . . , n}, ta câ

‖ m0

(
r,
g

(j)
σ(j)

gσ(j)

)
6 O

(
S(r) + log T0(r, gσ(j))

)
, (2.30)

trong �â S(r) = log r n¸u R = +∞ v  S(r) = log 1/(R−r) n¸u R < +∞.
L§y si¶u ph¯ng H = {(z0 : · · · : zn) : z0 = 0}. Khi �â ta câ

Nf(r,H) = N0(r, 1/f0) = N0(r, fj/f0),

vîi méi j = 1, . . . , n, �i·u n y k²o theo

T0(r, gj) = T0(r, fj/f0) = m0(r, fj/f0) +N0(r, fj/f0)

=
1

2π

∫ 2π

0
log+ |fj(reiθ)|

|f0(reiθ)|
dθ +

1

2π

∫ 2π

0
log+ |fj(r−1eiθ)|

|f0(r−1eiθ)|
dθ +Nf(r,H)

6
1

2π

∫ 2π

0
log
||f(reiθ)||
|f0(reiθ)|

dθ +
1

2π

∫ 2π

0
log
||f(r−1eiθ)||
|f0(r−1eiθ)|

dθ +Nf(r,H)

= mf(r,H) +Nf(r,H) = Tf(r) +O(1). (2.31)

K¸t hñp (2.28), (2.29), (2.30) v  (2.31) ta câ k¸t luªn cõa m»nh �·.

Ta nh­c l¤i r¬ng D1, . . . , Dq, q > n, trong Pn(C) �÷ñc gåi l  ð và tr½

têng qu¡t n¸u vîi måi c¡ch chån i1, . . . , in+1 ∈ {1, . . . , q}, ta luæn câ
n+1⋂
k=1

supp(Dik) = ∅.
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M»nh �· 2.11 ([3]). Cho D1, . . . , Dq l  q si¶u m°t trong Pn(C) câ bªc

gièng nhau v  b¬ng d ð và tr½ têng qu¡t trong Pn(C). �°t M =
(
n+d
n

)
− 1.

Khi �â tçn t¤i (M − n) si¶u m°t T1, . . . , TM−n trong Pn(C) thäa m¢n

vîi méi tªp con R ⊂ {1, . . . , q} vîi #R = rank{Dj}j∈R = n + 1, th¼

rank{{Dj}j∈R ∪ {Tj}M−nj=1 } = M + 1.

Chó þ r¬ng, trong chùng minh cõa M»nh �· 2.11 cho th§y c¡c si¶u m°t

Tj, j = 1, . . . ,M − n câ còng bªc d.

N«m 2022, H.T. Phuong v  L. Vilaisavanh �¢ chùng minh �ành lþ sau

gåi l  �ành lþ cì b£n thù nh§t cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh

khuy¶n.

M»nh �· 2.12 ([41]). Cho D l  mët si¶u m°t trong Pn(C) câ bªc d v 

f = (f0 : · · · : fn) : ∆ −→ Pn(C) l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh m  £nh

cõa nâ khæng chùa trong D. Khi �â, vîi méi 1 < r < R0, ta câ

mf(r,D) +Nf(r,D) = dTf(r) +O(1).

B¥y gií chóng tæi chùng minh mët d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai cho

�÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n k¸t hñp vîi c¡c si¶u m°t.

�ành lþ 2.13. Cho f : ∆ → Pn(C) l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng

suy bi¸n �¤i sè v  Dj, 1 6 j 6 q, l  c¡c si¶u m°t trong Pn(C) bªc dj t÷ìng

ùng ð và tr½ têng qu¡t. Gåi d l  bëi chung nhä nh§t cõa c¡c dj v  �°t

M =
(
n+d
n

)
− 1. Khi �â, vîi méi 1 < r < R0 v  q >M + 1, ta câ

‖ (q −M − 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

1

dj
NM
f (r,Dj) +Of(r). (2.32)

Chùng minh. Gåi (f0 : · · · : fn) l  mët biºu di¹n tèi gi£n cõa f v  gåi Pj,

1 6 j 6 q, l  c¡c �a thùc thu¦n nh§t bªc dj trong C[z0, . . . , zn] �ành ngh¾a

Dj. Ta �°t P = {Pj, j = 1, . . . , q}.
Tr÷îc h¸t ta xem x²t tr÷íng hñp d1 = d2 = · · · = dq = d. �°t

T1, . . . , TM−n l  c¡c si¶u m°t trong Pn(C) thäa m¢n M»nh �· 2.11 v 
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gåi Qj, 1 6 j 6M −n l  c¡c �a thùc thu¦n nh§t bªc d trong C[z0, . . . , zn]

�ành ngh¾a c¡c si¶u m°t Tj. Ta k½ hi»u Id = {I0, . . . , IM} l  tªp t§t c£ c¡c

bë n+ 1 sè tü nhi¶n bªc d, tùc l  vîi méi j = 0, . . . ,M , Ij = (ij0, . . . , ijn)

thäa m¢n ij0 + · · ·+ ijn = d. Vîi méi j = 0, . . . ,M , ta �°t

Fj = f Ij = f
ij0
0 . . . f ijnn ,

trong �â Ij = (ij0, . . . , ijn). V¼ f l  �÷íng cong khæng suy bi¸n �¤i sè n¶n

F0, . . . , FM �ëc lªp tuy¸n t½nh tr¶n C. Do �â

WF = W (F0, . . . , FM) 6≡ 0.

Kh¯ng �ành 1. Tçn t¤i mët h¬ng sè d÷ìng β thäa m¢n

|Qj(f)(z)| 6 β||f(z)||d (2.33)

vîi méi j = 1, . . . ,M − n v  vîi måi z ∈ ∆.

Chùng minh Kh¯ng �ành 1. Thüc vªy, vîi méi j ∈ {1, . . . , q}, gi£ sû r¬ng

Qj(z0, . . . , zn) =
∑

Ii=(i0,...,in)∈Id

ajIiz
i0
0 . . . z

in
n .

�°t βj = (M + 1) max
Ii∈Id
|ajIi| > 0 v  β = max

j=1,...,q
βj > 0. Khi �â vîi méi

z ∈ ∆, ta câ

|Qj(f)(z)| =
∣∣∣∣ ∑
Ii=(i0,...,in)∈Id

ajIif
i0
0 (z) . . . f inn (z)

∣∣∣∣
6 βj(max{|f0(z)|, . . . .|fn(z)|})d

6 β‖f(z)‖d.

�i·u n y k²o theo k¸t luªn cõa kh¯ng �ành.

Kh¯ng �ành 2. Tçn t¤i mët h¬ng sè d÷ìng α thãa m¢n vîi måi c¡ch

chån tòy þ {i1, . . . , in+1} ⊂ {1, . . . , q}, ta luæn câ

||f(z)||d 6 α max
j=1,...,n+1

|Pij(f)(z)| (2.34)

vîi méi z ∈ ∆.
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Chùng minh Kh¯ng �ành 2. Thüc vªy, gåi R = {i1, . . . , in+1} ⊂ {1, . . . , q}
l  mët tªp con b§t ký. Vîi z ∈ ∆, v¼ Dj, 1 6 j 6 q, ð và tr½ têng qu¡t,

theo Hilbert's Nullstellensatz [50], vîi méi sè nguy¶n k ∈ {0, . . . , n}, tçn
t¤i mët sè nguy¶n d÷ìng mk > d thäa m¢n

zmk

k =
n+1∑
j=1

δjk(z0, . . . , zn)Pij(z0, . . . , zn),

trong �â δjk, 1 6 j 6 n+ 1, 0 6 k 6 n, l  c¡c �a thùc thu¦n nh§t vîi c¡c

h» sè trong C bªc mk − d. Do �â

|fk(z)|mk 6 αR‖f(z)‖mk−d max{|Pi1(f)(z)|, . . . , |Pin+1
(f)(z)|}, (2.35)

trong �â ‖f(z)‖ := max{|f0(z)|, . . . , |fn(z)|}, αR l  mët h¬ng sè d÷ìng,

ch¿ phö thuëc v o c¡c h» sè cõa δjk, 1 6 j 6 n + 1, 0 6 k 6 n, tùc l  ch¿

phö thuëc v o c¡c h» sè cõa Pij , 1 6 j 6 n + 1. Chó þ r¬ng, (2.35) �óng

vîi måi k = 0, . . . , n, do �â

‖f(z)‖d 6 αRmax{|Pi1(f)(z)|, . . . , |Pin+1
(f)(z)|}. (2.36)

�°t α = max
R={i1,...,in+1}⊂{1,...,q}

αR, do �â tø (2.36) ta câ k¸t luªn cõa kh¯ng

�ành.

Ta ti¸p töc chùng minh �ành lþ. Vîi r : 1 < r < R0, gåi x ∈ ∆, |x| = r

l  mët ph¦n tû cè �ành, khi �â tçn t¤i mët ho¡n và {i1, . . . , iq} cõa tªp

c¡c ch¿ sè {1, . . . , q} thäa m¢n

|Pi1(f)(x)| 6 |Pi2(f)(x)| 6 · · · 6 |Piq(f)(x)|.

�°t

Wr = W (Pi1(f), . . . , Pin+1
(f), Q1(f), . . . , QM−n(f)),

V¼

rank{Pi1, . . . , Pin+1
, Q1, . . . , QM−n} = M + 1,
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n¶n tçn t¤i mët h¬ng sè C1 6= 0 thäa m¢n Wr = C1WF . Tø Kh¯ng �ành 1

v  Kh¯ng �ành 2 ta câ

|Pj(f)(x)| 6 β||f(x)||d

vîi måi j = 1, . . . , q v 

||f(x)||d 6 α max
j=1,...,n+1

|Pij(f)(x)| 6 α|Pik(f)(x)|

vîi måi k = n+ 2, . . . , q. Do �â ta câ

|WF (x)|. ‖f(z)‖qd

|P1(f)(x) . . . Pq(f)(x)|

= |WF (x)|
n+1∏
j=1

‖f(x)‖d

|Pij(f)(x)|

q∏
k=n+2

‖f(x)‖d

|Pik(f)(x)|

6 αq−n−1|WF (x)|
n+1∏
j=1

‖f(x)‖d

|Pij(f)(z)|
. (2.37)

Tø �ành WF v  Wr, tø (2.37) ta câ

|WF (x)|. ‖f(z)‖qd

|P1(f)(x) . . . Pq(f)(x)|

6
αq−n−1

|C1|
|Wr(x)|βM−n‖f(x)‖d(M+1)∏n+1

j=1 |Pij(f)(x)|
∏M−n

j=1 |Qj(f)(x)|
,

�i·u n y k²o theo

log
‖f(x)‖qd|WF (x)|

|P1(f)(x) . . . Pq(f)(x)|

6 d(M + 1) log ‖f(x)‖+ log+ |Wr(x)|
n+1∏
j=1
|Pij(f)(x)|

M−n∏
j=1
|Qj(f)(x)|

+ logC

6 d(M + 1) log ‖f(x)‖

+
∑

R⊂{1,...,q}

log+ |WR(x)|∏
j∈R
|Pj(f)(x)|

M−n∏
j=1
|Qj(f)(x)|

+ logC, (2.38)

trong �â C = αq−n−1βM−n/|C1|, têng �÷ñc l§y tr¶n t§t c£ c¡c tªp con

R ⊂ {1, . . . , q} vîi #R = n+ 1 v 

WR = W (Pj(j ∈ R), Qj(j = 1, . . . ,M − n)).
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�°t

S(x) =
∑

R⊂{1,...,q}

log+ |WR(x)|∏
j∈R
|Pj(f)(x)|

∏M−n
j=1 |Qj(f)(x)|

,

do �â, tø (2.38) ta câ

log
‖f(x)‖qd|WF (x)|

|P1(f)(x) . . . Pq(f)(x)|
6 d(M + 1) log ‖f(x)‖

+ S(x) + logC. (2.39)

Lªp luªn t÷ìng tü ð tr¶n cho y ∈ ∆ : |y| = 1/r, ta câ

log
‖f(y)‖qd|WF (y)|

|P1(f)(y) . . . Pq(f)(y)|
6 d(M + 1) log ‖f(y)‖

+ S(y) + logC. (2.40)

L§y t½ch ph¥n hai v¸ (2.39), (2.40), cëng v¸ vîi v¸, tø M»nh �· 2.7, ta câ

d(q −M − 1)Tf(r) 6
∫ 2π

0

(
S(reiθ) + S(r−1eiθ)

)dθ
2π

+

q∑
j=1

Nf(r,Dj)−N0(r,
1

WF
) +O(1). (2.41)

Tø M»nh �· 2.10, ta câ

|| 1

2π

∫ 2π

0

(
S(reiθ) + S(r−1eiθ)

)
dθ

=
∑

R⊂{1,...,q}

m0

(
r,

WR∏
j∈R
|Pj(f)|

∏M−n
j=1 |Qj(f)|

)
= Of(r). (2.42)

B¥y gií ta ÷îc l÷ñng
∑q

j=1Nf(r,Dj) − N0(r,
1

WF
). Vîi méi z0 ∈ ∆1,

tçn t¤i c¡c sè tü nhi¶n βj > 0, 1 6 j 6 q v  c¡c h m gj ch¿nh h¼nh, khæng

tri»t ti¶u trong mët l¥n cªn U cõa z0 thäa m¢n

Pj(f)(z) = (z − z0)
βjgj,

vîi j = 1, . . . , q, trong �â βj = 0 n¸u Pj(f) khæng tri»t ti¶u t¤i z0. V¼

c¡c si¶u m°t D1, . . . , Dq ð và tr½ têng qu¡t, tçn t¤i nhi·u nh§t n ch¿ sè
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j ∈ {1, . . . , q} thäa m¢n βj > 0. Khæng m§t t½nh têng qu¡t ta gi£ sû

βj > 0 vîi 1 6 j 6 k 6 n v  βj = 0 vîi j > k.

�°t R = {1, . . . , n+ 1} v 

WR = W (P1, . . . , Pn+1, Q1, . . . , QM−n).

Khi �â tçn t¤i mët h¬ng sè kh¡c khæng C2 thäa m¢n WF = C2.WR. Do

�â ta câ WF tri»t ti¶u t¤i z0 vîi bªc ½t nh§t l 
k∑
j=1

max{0, βj −M} =

q∑
j=1

max{0, βj −M}.

Do �â
q∑
j=1

N1,f(r,Dj)−N1(r,
1

WF
) 6

q∑
j=1

NM
1,f(r,Dj).

Lªp luªn t÷ìng tü ta câ
q∑
j=1

N2,f(r,Dj)−N2(r,
1

WF
) 6

q∑
j=1

NM
2,f(r,Dj).

K²o theo
q∑
j=1

Nf(r,Dj)−N0(r,
1

WF
) 6

q∑
j=1

NM
f (r,Dj). (2.43)

K¸t hñp (2.41), (2.42) v  (2.43) ta câ

|| d(q −M − 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

NM
f (r,Dj) +Of(r), (2.44)

�i·u n y k²o theo (2.32).

Ti¸p theo ta xem x²t tr÷íng hñp d1, . . . , dq l  kh¡c nhau. Gåi d l 

bëi sè chung nhä nh§t cõa c¡c d1, . . . , dq, ta �°t P ∗j = P
d/dj
j vîi méi

j ∈ {1, . . . , q}. Khi �â P ∗1 , . . . , P ∗q câ còng bªc d. �°t D∗j l  si¶u m°t �ành

ngh¾a bði P ∗j vîi j = 1, . . . , q. Tø (2.44) ta câ

∥∥ d(q −M − 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

NM
f (r,D∗j ) +Of(r). (2.45)
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Chó þ r¬ng n¸u z ∈ C l  mët khæng �iºm cõa Pj(f) vîi bëi β th¼ z l  mët

khæng �iºm P
d/dj
j (f) vîi bëi βd/dj. �i·u n y k²o theo

NM
f (r,D∗j ) = NM

1,f(r,D
∗
j ) +NM

2,f(r,D
∗
j )

6
d

dj
NM

1,f(r,Dj) +
d

dj
NM

2,f(r,Dj) =
d

dj
NM
f (r,Dj).

�i·u n y k²o theo (2.32) tø (2.45). Nh÷ vªy �ành lþ �÷ñc chùng minh.

Nhªn x²t 2.1. Vîi R1 < R2 l  c¡c sè thüc d÷ìng ho°c R1 = 0, R2 =∞
v  z0 ∈ C, k½ hi»u

∆0 = {R1 < |z − z0| < R2} (2.46)

l  mët h¼nh v nh khuy¶n tr¶n C. B¥y gií ta nghi¶n cùu ph²p bi¸n h¼nh

bi¸n v nh khuy¶n x¡c �ành trong (2.46) th nh h¼nh v nh khuy¶n �ành

ngh¾a bði (2.26). X²t hai tr÷íng hñp cö thº

Tr÷íng hñp 1. R1, R2 l  c¡c sè thüc d÷ìng, khi �â ph²p bi¸n h¼nh

w(z) =
1√
R2.R1

(z − z0),

s³ bi¸n h¼nh v nh khuy¶n ∆0 th nh ∆ =
{ 1

R0
< |w| < R0

}
, trong �â

R0 =
√
R2/R1.

Tr÷íng hñp 2. R1 = 0, R2 =∞, khi �â ph²p bi¸n h¼nh

w(z) = z − z0,

bi¸n h¼nh v nh khuy¶n ∆0 th nh ∆, trong �â R0 =∞.
Nh÷ vªy, trong måi tr÷íng hñp ta �·u câ thº bi¸n �êi �÷ñc h¼nh v nh

khuy¶n x¡c �ành bíi (2.46) th nh h¼nh v nh khuy¶n �ành ngh¾a bði (2.26).

Do �â, �ành lþ cõa chóng tæi v¨n câ thº sû döng �÷ñc cho tr÷íng hñp �÷íng

cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n b§t ký trong Nhªn x²t 2.1 vîi mët

sè �i·u ch¿nh v· �ành ngh¾a v  ph¡t biºu �ành lþ.
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K¸t luªn Ch÷ìng 2

Trong ch÷ìng n y chóng tæi �¢ x¥y düng hai d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai

cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n tr÷íng khæng Acsimet v  tr÷íng sè phùc.

Cö thº

1. Chùng minh mët d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai kiºu Cartan-Nochka

cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng Acsimet vîi h m �¸m rót gån k¸t hñp

vîi si¶u ph¯ng ð và tr½ d÷îi têng qu¡t (�ành lþ 2.4).

2. �÷a ra mët d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai kiºu Cartan vîi h m �¸m

bëi c­t cöt cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n mët h¼nh v nh khuy¶n trong

m°t ph¯ng phùc k¸t hñp vîi c¡c si¶u m°t ð và tr½ têng qu¡t (�ành lþ 2.13).
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Ch÷ìng 3

�ành lþ duy nh§t cho �÷íng cong
ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n

Trong ch÷ìng n y chóng tæi chùng minh mët sè �ành lþ duy nh§t cho

�÷íng cong ch¿nh h¼nh, bao gçm mët �ành lþ duy nh§t kiºu Chen-Yan v 

hai �ành lþ kiºu Fujimoto. C¡c k¸t qu£ ch½nh trong ch÷ìng n y vi¸t düa

tr¶n hai b i b¡o [3] v  [4] trong Danh möc Cæng tr¼nh cõa t¡c gi£ li¶n

quan �¸n luªn ¡n.

3.1. �ành lþ duy nh§t kiºu Chen-Yan

�º chùng minh k¸t qu£ ch½nh, chóng ta c¦n mët sè k¸t qu£ bê trñ sau:

M»nh �· 3.1. Cho f : ∆ −→ Pn(C) l  mët �÷íng cong �¤i sè khæng suy

bi¸n tuy¸n t½nh v  D1, D2 l  c¡c si¶u m°t còng bªc d. Khi �â,

T0

(
r,

(f,D1)

(f,D2)

)
6 dTf(r) +O(1), (3.1)

vîi méi r thäa m¢n 1 < r < R0.

Chùng minh. Ta câ

T0

(
r,

(f,D1)

(f,D2)

)
= m0

(
r,

(f,D1)

(f,D2)

)
+N0

(
r,

(f,D1)

(f,D2)

)
+O(1)

6
∫ 2π

0
log+

∣∣∣∣(f,D1)

(f,D2)
(reiθ)

∣∣∣∣dθ2π
+

∫ 2π

0
log+

∣∣∣∣(f,D1)

(f,D2)
(r−1eiθ)

∣∣∣∣dθ2π

+N0

(
r,

1

(f,D2)

)
+O(1). (3.2)
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Tø M»nh �· 2.7, ta câ

N0

(
r,

1

(f,D2)

)
6
∫ 2π

0
log |(f,D2)(re

iθ)|dθ
2π

+

∫ 2π

0
log |(f,D2)(r

−1eiθ)|dθ
2π

+O(1). (3.3)

Ta th§y r¬ng∫ 2π

0
log+

∣∣∣∣(f,D1)

(f,D2)
(reiθ)

∣∣∣∣dθ2π
+

∫ 2π

0
log |(f,D2)(re

iθ)|dθ
2π

6
∫ 2π

0
log+ |(f,D1)(re

iθ)|+ |(f,D2)(re
iθ)|

|(f,D2)(reiθ)|
dθ

2π

+

∫ 2π

0
log |(f,D2)(re

iθ)|dθ
2π

=

∫ 2π

0
log
|(f,D1)(re

iθ)|+ |(f,D2)(re
iθ)|

|(f,D2)(reiθ)|
dθ

2π

+

∫ 2π

0
log |(f,D2)(re

iθ)|dθ
2π

=

∫ 2π

0
log(|(f,D1)(re

iθ)|+ |(f,D2)(re
iθ)|)dθ

2π

6 d

∫ 2π

0
log max{|f0(re

iθ)|, . . . , |fn(reiθ)|}
dθ

2π
+O(1). (3.4)

T÷ìng tü, ta câ∫ 2π

0
log+

∣∣∣∣(f,D1)

(f,D2)
(r−1eiθ)

∣∣∣∣dθ2π
+

∫ 2π

0
log |(f,D2)(r

−1eiθ)|dθ
2π

6 d

∫ 2π

0
log max{|f0(r

−1eiθ)|, . . . , |fn(r−1eiθ)|}dθ
2π

+O(1). (3.5)

K¸t hñp (3.2), (3.3), (3.4) v  (3.5) ta câ (3.1).

Vîi f, g : ∆ −→ Pn(C) l  c¡c �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n

�¤i sè, ta �°t

T (r) = Tf(r) + Tg(r).

Vîi méi si¶u m°t Dj ∈ D, trong �â D = {D1, . . . , Dq} l  mët hå c¡c si¶u
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m°t v  sè nguy¶n d÷ìng δ, ta �°t

Fj(δ) =
δ−1∑
t=1

(δ − t)N f,=t(r,Dj); Gj(δ) =
δ−1∑
t=1

(δ − t)N g,=t(r,Dj).

Gåi D = {D1, . . . , Dq} l  mët hå gçm q si¶u m°t ð và tr½ têng qu¡t.

Ta k½ hi»u bªc cõa si¶u m°t Dj l  dj vîi méi j = 1, . . . , q v  gåi d l  bëi

chung nhä nh§t cõa c¡c dj. K½ hi»u M =
(
n+d
d

)
− 1. �ành lþ sau �¥y l 

mët d¤ng �ành lþ duy nh§t kiºu Yan - Chen cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh

tr¶n h¼nh v nh khuy¶n �÷ñc chóng tæi cæng bè n«m 2023.

�ành lþ 3.2. Cho D = {D1, . . . , Dq} l  mët hå gçm q si¶u m°t ð và tr½

têng qu¡t v  f, g : ∆ −→ Pn(C) l  c¡c �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng suy

bi¸n �¤i sè thäa m¢n Of(r) = o(Tf(r)) v  Og(r) = o(Tg(r)). Gi£ sû r¬ng

a) Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅ vîi méi i 6= j ∈ {1, . . . , q};
b) Ef(Dj) ⊂ Eg(Dj) vîi méi j = 1, 2, . . . , q v  f(z) = g(z) vîi måi

z ∈ Ef(D).

c) lim inf
r−→R0

∑q
j=1N

1
f (r,Dj)/

∑q
j=1N

1
g (r,Dj) >

M

M + 1
.

N¸u q > 2M + 3 th¼ tçn t¤i tªp con S ⊂ {1, . . . , q} thäa m¢n #S > M + 1

v 

(f,Dk)
d/dk

(f,Dl)d/dl
≡ (g,Dk)

d/dk

(g,Dl)d/dl
vîi måi k 6= l ∈ S. (3.6)

Chùng minh. �º chùng minh �ành lþ 3.2, ta c¦n c¡c m»nh �· sau

M»nh �· 3.3. Vîi c¡c �i·u ki»n cõa �ành lþ 3.2 v  gi£ thi¸t th¶m

D1, . . . , Dq câ còng bªc d. Khi �â vîi måi sè δ > 0 v  vîi måi k 6=

l ∈ {1, . . . , q} thäa m¢n Φ =
(f,Dk)

(f,Dl)
− (g,Dk)

(g,Dl)
6≡ 0, ta câ

δN 1
f (r,Dk)+δN

1
f (r,Dl) +

∑
j

N 1
f (r,Dj)

6 dT (r) + Fk(δ) + Fl(δ) +Gk(δ) +Gl(δ) +O(1), (3.7)

trong �â 1 < r < R0 v  têng
∑

j �÷ñc l§y tr¶n t§t c£ j ∈ {1, . . . , q}\{k, l}.
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Chùng minh. Tr÷îc h¸t ta chùng minh∑
j∈{1,...,q}\{k,l}

N 1
f (r,Dj) +N δ

f (r,Dk)−Gk(δ) 6 N0(r,
1

Φ
). (3.8)

Thªt vªy, n¸u z0 ∈
⋃

j∈{1,...,q}\{k,l}
{z ∈ ∆ : (f,Dj)(z0) = 0}, th¼ tø f(z) =

g(z) vîi méi z ∈ f−1(Dj) v  f−1(Di) ∩ f−1(Dj) = ∅ vîi måi i 6= j ∈
{1, . . . , q}, ta câ

(f,Dk)(z0) = λ(g,Dk)(z0) 6= 0, (f,Dl)(z0) = λ(g,Dl)(z0) 6= 0.

�i·u n y k²o theo Φ(z0) = 0.

N¸u z0 ∈ {z ∈ ∆ : (f,Dk)(z) = 0} ⊂ {z ∈ ∆ : (g,Dk)(z) = 0}, th¼
Φ(z0) = 0 v  νΦ(z0) > min{ν(f,Dk)(z0), ν(g,Dk)(z0)} > 1. �°t

α = ν(f,Dk)(z0) > 1, β = ν(g,Dk)(z0) > 1.

Ta xem x²t hai tr÷íng hñp câ thº x£y ra:

Tr÷íng hñp 1. 1 6 α 6 δ − 1.

N¸u β > α th¼ νΦ(z0) > min{α, β} = α = min{α, δ}.
N¸u 1 6 β < α th¼

νΦ(z0) > min{α, β} = β = α− (α− β) > α− (δ − β)

= min{α, δ} − (δ − β) min{β, 1}.

Tr÷íng hñp 2. α > δ.

N¸u β > α th¼ νΦ(z0) > min{α, β} = α > min{α, δ}.
N¸u 1 6 β < α v  β > δ th¼

νΦ(z0) > min{α, β} = β > δ = min{α, δ}.

N¸u 1 6 β < α v  β < δ th¼

νΦ(z0) > min{α, β} = β = δ − (δ − β)

= min{α, δ} − (δ − β) min{β, 1}.
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Do �â ta câ (3.8).

Ti¸p theo ta chùng minh

N0(r,
1

Φ
) 6 T (r)−N δ

f (r,Dl) +Gl(δ) +O(1). (3.9)

Ta câ

N0(r,
1

Φ
) 6 T0(r,

1

Φ
)

6 T0(r,Φ) +O(1) = N0(r,Φ) +m0(r,Φ) +O(1). (3.10)

Hìn núa

m0(r,Φ) 6 m0

(
r,

(f,Dk)

(f,Dl)

)
+m0

(
r,

(g,Dk)

(g,Dl)

)
+O(1)

6 T0

(
r,

(f,Dk)

(f,Dl)

)
+ T0

(
r,

(g,Dk)

(g,Dl)

)
−N0

(
r,

1

(f,Dl)

)
−N0

(
r,

1

(g,Dl)

)
+O(1).

Do �â tø M»nh �· 3.1, ta câ

m0(r,Φ) 6 dT (r)−N0

(
r,

1

(f,Dl)

)
−N0

(
r,

1

(g,Dl)

)
+O(1).

Khi �â (3.10) trð th nh

N0(r,
1

Φ
) 6 dT (r)−N0

(
r,

1

(f,Dl)

)
−N0

(
r,

1

(g,Dl)

)
+N0(r,Φ) +O(1). (3.11)

Ta th§y r¬ng n¸u z0 ∈ ∆ l  mët khæng �iºm cõa (f,Dl) ho°c (g,Dl)

th¼ z0 l  mët cüc �iºm cõa Φ v 

ν∞Φ (z0) 6 max{ν(f,Dl)(z0), ν(g,Dl)(z0)},

trong �â ν∞Φ (z0) l  bªc cõa cüc �iºm cõa Φ t¤i z0. Suy ra

ν(f,Dl)(z0) + ν(g,Dl)(z0)− ν∞Φ (z0) > ν(f,Dl)(z0) + ν(g,Dl)(z0)

−max{ν(f,Dl)(z0), ν(g,Dl)(z0)}

= min{ν(f,Dl)(z0), ν(g,Dl)(z0)}.
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Lªp luªn nh÷ chùng minh b§t �¯ng thùc (3.8), ta câ

N0

(
r,

1

(f,Dl)

)
+N0

(
r,

1

(g,Dl)

)
−N0(r,Φ) > N δ

f (r,Dl)−Gl(δ).

(3.12)

K¸t hñp (3.11) v  (3.12) ta câ (3.9). Do �â tø (3.8) v  (3.9), ta câ∑
j

N 1
f (r,Dj)+N

δ
f (r,Dk)−Gk(δ)

6 d∗T (r)−N δ
f (r,Dl) +Gl(δ) +O(1). (3.13)

Chó þ r¬ng

N δ
f (r,Dk) = δN1

f (r,Dk)− Fk(δ); N δ
f (r,Dl) = δN 1

f (r,Dl)− Fl(δ),

do �â tø (3.13) ta câ (3.7). �i·u n y k²o theo k¸t luªn cõa m»nh �·.

Ta ti¸p töc chùng minh �ành lþ ch½nh. Gåi Qj l  �a thùc thu¦n nh§t

bªc dj �ành ngh¾a Dj vîi méi j = 1, 2, . . . , q. Gåi d l  bëi chung nhä nh§t

cõa c¡c d1, d2, . . . , dq. Vîi j = 1, 2, . . . , q, ta �°t Pj = Q
d/dj
j v  �°t D∗j l 

si¶u m°t bªc d �ành ngh¾a bði Pj. �°t

D∗ = {D∗1, D∗2, . . . , D∗q},

khi �â D∗ l  ð và tr½ têng qu¡t.

Ta d¹ th§y r¬ng n¸u f ≡ g th¼ (f,Dj) ≡ (g,Dj) vîi måi j = 1, . . . , q, do

�â ta câ k¸t luªn cõa �ành lþ. B¥y gií ta xem x²t tr÷íng hñp f 6≡ g, khi

�â tçn t¤i c¡c ch¿ sè α, β ∈ {0, . . . , n} sao cho fαgβ 6≡ fβgα. Tø �ành ngh¾a

D∗ ta câ Ef(D∗) = Ef(D) v  Eg(D∗) = Eg(D). Do �â tø gi£ thi¸t cõa

�ành lþ 3.2 ta câ Ef(D
∗
i ) ∩ Ef(D

∗
j ) = ∅ vîi méi c°p i 6= j ∈ {1, . . . , q},

Ef(D
∗
j ) ⊂ Eg(D

∗
j ) vîi måi j = 1, 2, . . . , q v  f(z) = g(z) vîi måi z ∈

Ef(D∗).
Ta bi¸t r¬ng n¸u z0 ∈ C l  mët khæng �iºm cõa (f,D∗j ), th¼ z0 ∈ Ef(D∗).

�i·u n y k²o theo g(z0) = f(z0), do �â

fα(z0)gβ(z0) = fβ(z0)gα(z0),



70

tùc l  z0 l  mët khæng �iºm cõa h m h = fαgβ − fβgα. Tø

Ef(D
∗
i ) ∩ Ef(D

∗
j ) = ∅

vîi méi c°p i 6= j ∈ {1, . . . , q}, ta suy ra z0 khæng l  khæng �iºm cõa

(f,D∗i ) vîi måi i ∈ {1, . . . , q}, i 6= j. �i·u n y k²o theo
q∑
j=1

N 1
f (r,D∗j ) 6 N0

(
r,

1

h

)
+O(1),

vîi méi r : 1 < r < R0.

Tø M»nh �· 2.7 ta câ

N0

(
r,

1

h

)
=

1

2π

∫ 2π

0
log |(fαgβ − fβgα)(reiθ)|dθ

+
1

2π

∫ 2π

0
log |(fαgβ − fβgα)(r−1eiθ)|dθ +O(1)

6
1

2π

∫ 2π

0
log
(
2. max

j=0,...,n
|fj(reiθ)| max

j=0,...,n
|gj(reiθ)|

)
dθ

+
1

2π

∫ 2π

0
log
(
2. max

j=0,...,n
|fj(r−1eiθ)| max

j=0,...,n
|gj(r−1eiθ)|

)
dθ

+O(1)

=
1

2π

∫ 2π

0

(
log max

j=0,...,n
|fj(reiθ)|dθ + log max

j=0,...,n
|gj(reiθ)|

)
dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

(
log max

j=0,...,n
|fj(r−1eiθ)|dθ + log max

j=0,...,n
|gj(r−1eiθ)|

)
dθ

+O(1)

= Tf(r) + Tg(r) +O(1).

Nh÷ vªy
q∑
j=1

N 1
f (r,Dj) =

q∑
j=1

N 1
f (r,D∗j )

6 Tf(r) + Tg(r) = T (r) +O(1), (3.14)

trong �â T (r) = Tf(r) + Tg(r).
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Tø M»nh �· 2.13, ta câ

(q −M − 1)Tf(r) 6
1

d

q∑
j=1

NM
f (r,D∗j ) +Of(r)

=
1

d

q∑
j=1

(
MN 1

f (r,D∗j )−
M−1∑
k=1

(M − k)N f,=k(r,D
∗
j )

)
+Of(r). (3.15)

T÷ìng tü cho �÷íng cong g, ta câ

(q −M − 1)Tg(r) =
1

d

q∑
j=1

(
MN 1

g (r,D∗j )−
M−1∑
k=1

(M − k)N g,=k(r,D
∗
j )

)
+Og(r). (3.16)

Vîi méi j ∈ {1, 2, . . . , q}, ta �°t

Fj(M) =
M−1∑
k=1

(M − k)N f,=k(r,D
∗
j ); Gj(M) =

M−1∑
k=1

(M − k)N g,=k(r,D
∗
j ).

Khi �â tø (3.15) v  (3.16) ta câ

d(q −M − 1)T (r) 6M
q∑
j=1

N 1
f (r,D∗j ) +M

q∑
j=1

N 1
g (r,D∗j ) (3.17)

−
q∑
j=1

(Fj(M) +Gj(M)
)

+ o(T (r)).

Gi£ sû ph£n chùng r¬ng Kh¯ng �ành (3.6) khæng �óng. B¬ng vi»c s­p

x¸p l¤i d¢y c¡c ch¿ sè ta câ thº gi£ thi¸t r¬ng

D∗ = D∗1 ∪ D∗2 ∪ · · · ∪ D∗k,

trong �â

D∗1 = {D∗1, . . . , D∗s1}, D
∗
2 = {D∗s1+1, . . . , D

∗
s2
}

. . . , D∗k = {D∗sk−1+1, . . . , D
∗
sk
}, sk = q,

thäa m¢n
(f,D∗k)

(g,D∗k)
≡ (f,D∗l )

(g,D∗l )
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n¸u D∗k, D
∗
l ∈ D∗j , 1 6 j 6 k v 

(f,D∗k)

(g,D∗k)
6≡ (f,D∗l )

(g,D∗l )

n¸u D∗k, D
∗
l thuëc c¡c nhâm kh¡c nhau. Kh¯ng �ành (3.6) khæng �óng n¶n

sè si¶u m°t ð trong méi nhâm D∗j nhi·u nh§t l M +1. Ta �ành ngh¾a ¡nh

x¤ p : {1, . . . , q} −→ {1, . . . , q} bði

p(i) =

{
i+M + 1, n¸u i+M + 1 6 q,
i+M + 1− q, n¸u i+M + 1 > q.

Khi �â p l  song ¡nh. Vîi méi i ∈ {1, . . . , q}, ta câ |p(i) − i| > M + 1 v¼

q > 2M + 2. �i·u n y k²o theo D∗i v  D∗p(i) thuëc hai nhâm kh¡c nhau,

do �â

Φi =
(f,D∗i )

(f,D∗p(i))
− (g,D∗i )

(g,D∗p(i))
6≡ 0.

Tø M»nh �· 3.3, ta câ

MN 1
f (r,D∗i ) +MN 1

f (r,D∗p(i)) +
∑

j∈{1,...,q}\{i,p(i)}

N 1
f (r,D∗j )

6 dT (r) + Fi(M) + Fp(i)(M) +Gi(M) +Gp(i)(M) +O(1). (3.18)

L§y têng cõa (3.18) tr¶n t§t c£ c¡c ch¿ sè i ∈ {1, . . . , q}, ta câ

M

q∑
i=1

(
N 1
f (r,D∗i ) +N 1

f (r,D∗p(i))
)

+ (q − 2)

q∑
j=1

N 1
f (r,D∗j )

6
q∑
i=1

(
Fi(M) + Fp(i)(M) +Gi(M) +Gp(i)(M)

)
+ qdT (r) +O(1). (3.19)

V¼ p l  song ¡nh n¶n (3.19) �÷ñc vi¸t l¤i nh÷ sau

(q + 2M − 2)

q∑
j=1

N 1
f (r,D∗j ) 6 qdT (r) + 2

q∑
j=1

(
Fj(M) +Gj(M)

)
+O(1).
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�i·u n y k²o theo

q + 2M − 2

2

q∑
j=1

N 1
f (r,D∗j )−

qd

2
T (r) +O(1)

6
q∑
j=1

(
Fj(M) +Gj(M)

)
. (3.20)

Tø (3.17) v  (3.20) ta câ

d(q −M − 1)T (r) 6M
q∑
j=1

N 1
f (r,D∗j ) +M

q∑
j=1

N 1
g (r,D∗j )

− q + 2M − 2

2

q∑
j=1

N 1
f (r,D∗j ) +

qd

2
T (r) + o(T (r)).

�i·u n y k²o theo

d(q − 2M − 2)

2
T (r) 6

2− q
2

q∑
j=1

N 1
f (r,D∗j )

+M

q∑
j=1

N 1
g (r,D∗j )

)
+ o(T (r)). (3.21)

Chó þ r¬ng

N 1
f (r,D∗j ) = N 1

f (r,Dj); N 1
g (r,D∗j ) = N 1

g (r,Dj),

n¶n (3.21) trð th nh

d(q − 2M − 2)

2
T (r) 6

2− q
2

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj)

+M

q∑
j=1

N 1
g (r,Dj)

)
+ o(T (r)). (3.22)

K¸t hñp (3.14) v  (3.22) ta câ

d(q − 2M − 2)

2

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj)

6
2− q

2

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj) +M

q∑
j=1

N 1
g (r,Dj)

)
+ o(T (r)).
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tø q > 2M + 2, n¶n b§t �¯ng thùc tr¶n t÷ìng �÷ìng vîi
q∑
j=1

N 1
f (r,Dj) 6

2M

(d+ 1)q − 2Md− 2d− 2

q∑
j=1

N 1
g (r,Dj) + o(T (r)).

�i·u n y k²o theo

lim inf
r−→∞

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj)/

q∑
j=1

N 1
g (r,Dj) 6

2M

(d+ 1)q − 2Md− 2d− 2
.

N¸u ta l§y q > 2M + 3 th¼

lim inf
r−→∞

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj)/

q∑
j=1

N 1
g (r,Dj) 6

2M

2M + 2
=

M

M + 1
.

M¨u thu¨n vîi gi£ thi¸t cõa �ành lþ. Nh÷ vªy Kh¯ng �ành (3.6) �óng v 

�ành lþ �÷ñc chùng minh.

3.2. �ành lþ duy nh§t kiºu Fujimoto

�º chùng minh k¸t qu£ ch½nh, tr÷îc h¸t chóng tæi giîi thi»u th¶m mët sè

ki¸n thùc v· h m �¸m v  mët d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai sû döng cho

chùng minh c¡c �ành lþ. Cho f l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh

v nh khuy¶n ∆, D l  mët si¶u m°t v  Q l  mët �a thùc thu¦n nh§t �ành

ngh¾a D. Vîi méi sè thüc r : 1 < r < R0, vîi c¡c sè nguy¶n d÷ìng k v 

α, ta �ành ngh¾a

nα1,f(r,D,6 k) =
∑

z∈∆1,r,0<ordQ(f)(z)6k

min{ordQ(f)(z), α},

nα2,f(r,D 6 k) =
∑

z∈∆2,r,0<ordQ(f)(z)6k

min{ordQ(f)(z), α}

v 

Nα
1,f(r,D,6 k) =

∫ 1

r−1

nα1,f(t,D,6 k)

t
dt,

Nα
2,f(r,D,6 k) =

∫ r

1

nα2,f(t,D,6 k)

t
dt.
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Ta �°t

Nα
f,6k(r,D) = Nα

f (r,D,6 k) := Nα
1,f(r,D,6 k) +Nα

2,f(r,D,6 k).

T÷ìng tü ta k½ hi»u

nα1,f(r,D,> k) =
∑

z∈∆1,r,ordQ(f)(z)>k

min{ordQ(f)(z), α},

nα2,f(r,D > k) =
∑

z∈∆2,r,ordQ(f)(z)>k

min{ordQ(f)(z), α}.

Ta �ành ngh¾a

Nα
1,f(r,D,> k) =

∫ 1

r−1

nα1,f(t,D,> k)

t
dt,

Nα
2,f(r,D,> k) =

∫ r

1

nα2,f(t,D,> k)

t
dt.

�°t

Nα
f,>k(r,D) = Nα

f (r,D,> k) := Nα
1,f(r,D,> k) +Nα

2,f(r,D,> k).

D¹ d ng th§y r¬ng

Nα
f (r,D) = Nα

f (r,D,6 k) +Nα
f (r,D,> k + 1)

�óng vîi måi sè α v  k.

M»nh �· sau l  mët d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai cho �÷íng cong ch¿nh

h¼nh �÷ñc H.T. Phuong v  L. Vilaisavanh chùng minh n«m 2022, c¦n thi¸t

cho vi»c chùng minh c¡c d¤ng �ành lþ duy nh§t trong ph¦n n y.

M»nh �· 3.4 ([41]). Cho f : ∆ → Pn(C) l  mët �÷íng cong ch¿nh h¼nh

khæng suy bi¸n �¤i sè, v  Dj, 1 6 j 6 q, l  c¡c si¶u m°t trong Pn(C) bªc

dj ð và tr½ têng qu¡t. Gåi d l  bëi chung nhä nh§t cõa c¡c sè d1, d2, . . . , dq.

Vîi 0 < ε < 1 v 

α >
(
d[(n+ 1)22n)ε−1] + 1

)n
.

Khi �â vîi méi 1 < r < R, ta câ

‖ (q − (n+ 1)− ε)Tf(r) 6
q∑
j=1

d−1
j Nα

f (r,Dj) +Of(r).
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Cho D = {D1, . . . , Dq} l  mët hå gçm q si¶u m°t ð và tr½ têng qu¡t.

Vîi méi j = 1, . . . , q, k½ hi»u dj l  bªc cõa Dj v  gåi d l  bëi chung nhä

nh§t cõa c¡c dj. �°t δD := min{d1, . . . , dq} v  M = (d(n+ 1)22n+1 + 1)n.

Hai �ành lþ sau l  c¡c d¤ng �ành lþ duy nh§t cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh

tr¶n h¼nh v nh khuy¶n kiºu Fujimoto.

�ành lþ 3.5. Cho f v  g l  c¡c �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n �¤i

sè tø ∆ v o Pn(C) thäa m¢n Of(r) = o(Tf(r)) v  Og(r) = o(Tg(r)). Gåi

D = {D1, . . . , Dq} l  mët hå gçm q > n+1+2Mn/δD c¡c si¶u m°t ð và tr½

têng qu¡t trong Pn(C) thäa m¢n f(z) = g(z) vîi måi z ∈ Ef(D)∪Eg(D).

Khi �â f ≡ g.

Chùng minh. Gi£ sû ph£n chùng r¬ng f 6≡ g, khi �â tçn t¤i c¡c ch¿ sè

l, t ∈ {0, . . . , n}, l 6= t thäa m¢n flgt 6≡ ftgl. Gåi dj l  bªc cõa si¶u m°t

Dj, j = 1, . . . , q v  gåi d l  bëi sè chung nhä nh§t cõa c¡c dj. Gåi k l  mët

sè nguy¶n d÷ìng �õ lîn, ta s³ chån sau. Vîi c¡c gi£ thi¸t cõa �ành lþ 3.5,

ta câ

NM
f (r,Dj) = NM

f (r,Dj,6 k) +NM
f (r,Dj, > k)

=
k

k + 1
NM
f (r,Dj,6 k) +

1

k + 1
NM
f (r,Dj,6 k)

+NM
f (r,Dj, > k)

6
k

k + 1
NM
f (r,Dj,6 k) +

M

k + 1
N 1
f (r,Dj,6 k)

+MN 1
f (r,Dj, > k)

6
k

k + 1
NM
f (r,Dj,6 k) +

M

k + 1
N 1
f (r,Dj,6 k)

+
M

k + 1
Nf(r,Dj, > k)

6
k

k + 1
NM
f (r,Dj,6 k) +

M

k + 1
Nf(r,Dj,6 k)

+
M

k + 1
Nf(r,Dj, > k)

=
k

k + 1
NM
f (r,Dj,6 k) +

M

k + 1
Nf(r,Dj).
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Do Nf(r,Dj) 6 djTf(r) n¶n ta câ

NM
f (r,Dj) 6

k

k + 1
NM
f (r,Dj,6 k) +

Mdj
k + 1

Tf(r) +O(1),

tø �â ta câ

1

dj
NM
f (r,Dj) 6

k

dj(k + 1)
NM
f (r,Dj,6 k) +

M

k + 1
Tf(r) +O(1).

�i·u n y k²o theo
q∑
j=1

1

dj
NM
f (r,Dj) 6

k

k + 1

q∑
j=1

1

dj
NM
f (r,Dj,6 k)

+
qM

k + 1
Tf(r) +O(1). (3.23)

M°t kh¡c, tø M»nh �· 3.4 vîi ε = 1/2, ta câ

(q − n− 3

2
)Tf(r) 6

q∑
j=1

1

dj
NM
f (r,Dj) +Of(r). (3.24)

K¸t hñp (3.23) v  (3.24) ta câ(
q − qM

k + 1
− n− 3

2

)
Tf(r) 6

k

k + 1

q∑
j=1

1

dj
NM
f (r,Dj,6 k) +Of(r).

�i·u n y k²o theo(
q(k + 1−M)−(n+

3

2
)(k + 1)

)
Tf(r)

6k
q∑
j=1

1

dj
NM
f (r,Dj,6 k) +Of(r)

6Mk

q∑
j=1

1

dj
N 1
f (r,Dj,6 k) +Of(r)

6
Mk

δ

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj,6 k) +Of(r). (3.25)

Gi£ sû z0 ∈ ∆ l  mët khæng �iºm cõa Dj ◦ f vîi bëi lîn hìn hay b¬ng

k, khi �â z0 ∈ Ef(D) ∪ Eg(D). �i·u n y k²o theo g(z0) = f(z0), do �â

fl(z0)gt(z0) = ft(z0)gl(z0),
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tùc l  z0 l  mët khæng �iºm cõa h m h = flgt − ftgl. Chó þ r¬ng, tø gi£

thi¸t hå c¡c si¶u m°t D ð và tr½ têng qu¡t trong Pn(C) n¶n tçn t¤i nhi·u

nh§t l  n si¶u m°t Dj trong D thäa m¢n Dj ◦ f(z0) = 0. �i·u n y k²o

theo
q∑
j=1

N 1
f (r,Dj,6 k) 6 nN0

(
r,

1

h

)
.

V¼ h l  mët h m ch¿nh h¼nh n¶n tø M»nh �· 2.7 ta câ

N0

(
r,

1

h

)
=

1

2π

∫ 2π

0
log |(flgt − ftgl)(r−1eiθ)|dθ

+
1

2π

∫ 2π

0
log |(flgt − ftgl)(reiθ)|dθ +O(1)

6
1

2π

∫ 2π

0
log
(
2. max

j=0,...,n
|fj(r−1eiθ)| max

j=0,...,n
|gj(r−1eiθ)|

)
dθ

+
1

2π

∫ 2π

0
log
(
2. max

j=0,...,n
|fj(reiθ)| max

j=0,...,n
|gj(reiθ)|

)
dθ +O(1)

=
1

2π

∫ 2π

0

(
log max

j=0,...,n
|fj(r−1eiθ)|dθ + log max

j=0,...,n
|gj(r−1eiθ)|

)
dθ

+
1

2π

∫ 2π

0

(
log max

j=0,...,n
|fj(reiθ)|dθ + log max

j=0,...,n
|gj(reiθ)|

)
dθ +O(1)

= Tf(r) + Tg(r) +O(1).

Bði vªy (3.25) trð th nh(
q(k + 1−M)−(n+

3

2
)(k + 1)

)
Tf(r)

6
nMk

δ
(Tf(r) + Tg(r)) +Of(r). (3.26)

T÷ìng tü cho ¡nh x¤ g ta câ(
q(k + 1−M)−(n+

3

2
)(k + 1)

)
Tg(r)

6
nMk

δ
(Tf(r) + Tg(r)) +Of(r). (3.27)

K¸t hñp hai b§t �¯ng thùc (3.26) v  (3.27) ta câ(
q(k + 1−M)−(n+

3

2
)(k + 1)

)
(Tf(r) + Tg(r))

6
2nMk

δ
(Tf(r) + Tg(r)) +Of(r) +Og(r).
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�i·u n y k²o theo

q(k + 1−M)− (n+
3

2
)(k + 1)− 2Mnk

δ
6
Of(r) +Og(r)

Tf(r) + Tg(r)

�óng vîi måi sè thüc r �õ lîn. Cho r −→∞ ta câ

q(k + 1−M)− (n+
3

2
)(k + 1)− 2Mnk

δ
6 0.

�i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi

k(qδ − (n+
3

2
)δ − 2Mn) + (q − qM − (n+

3

2
))δ 6 0. (3.28)

N¸u ta l§y

k >
(qM − q + n+ 3

2)δ

qδ − (n+ 3
2)δ − 2nM

,

th¼ tø gi£ thi¸t q > n+ 2 +
2nM

δ
ta s³ câ m¨u thu¨n. Nh÷ vªy figj ≡ fjgi

vîi måi i 6= j ∈ {0, . . . , n}, tùc l  f ≡ g. �i·u n y k²o theo k¸t luªn cõa

�ành lþ.

�ành lþ 3.6. Cho f v  g l  c¡c �÷íng cong ch¿nh h¼nh khæng suy bi¸n

�¤i sè tø ∆ v o Pn(C) thäa m¢n Of(r) = o(Tf(r)) v  Og(r) = o(Tg(r)).

Gåi D = {D1, . . . , Dq} l  mët hå gçm q > n + 1 + 2M/δD si¶u m°t ð và

tr½ têng qu¡t trong Pn(C) sao cho

(a) f(z) = g(z) vîi måi z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D),

(b) Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅ v  Eg(Di) ∩ Eg(Dj) = ∅ vîi måi i 6= j ∈
{1, . . . , q}.
Khi �â f ≡ g.

Chùng minh. Ta công gi£ thi¸t ph£n chùng l  f 6≡ g. Gièng nh÷ trong

chùng minh �ành lþ tr¶n, tçn t¤i hai ch¿ sè l, t ∈ {0, . . . , n}, l 6= t thäa

m¢n flgt−ftgl 6≡ 0. Cho k l  mët sè nguy¶n d÷ìng �õ lîn, ta s³ chån sau.
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Vîi c¡c gi£ thi¸t cõa �ành lþ 3.6 v  chùng minh cõa �ành lþ 3.5 ta câ:(
q(k + 1−M)−(n+

3

2
)(k + 1)

)
Tf(r)

6
Mk

δ

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj,6 k) +Of(r). (3.29)

Ta bi¸t r¬ng, n¸u z0 ∈ ∆ l  mët khæng �iºm cõa Dj ◦f vîi bëi nhä hìn

hay b¬ng k th¼ z0 l  khæng �iºm cõa h m flgt− ftgl. Theo gi£ thi¸t ta câ

Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅

vîi méi c°p i 6= j ∈ {1, . . . , q}. Do �â n¸u z0 l  mët khæng �iºm cõa Dj ◦f
th¼ z0 khæng l  khæng �iºm cõa Di ◦ f vîi måi i 6= j ∈ {1, . . . , q}. Do �â

q∑
j=1

N 1
f (r,Dj,6 k) 6 N0

(
r,

1

flgt − ftgl

)
6 Tf(r) + Tg(r) +Of(r).

Bði vªy (3.29) trð th nh(
q(k + 1−M)−(n+

3

2
)(k + 1)

)
Tf(r) (3.30)

6
Mk

δ
(Tf(r) + Tg(r)) +Of(r).

T÷ìng tü cho ¡nh x¤ g, ta câ(
q(k + 1−M)−(n+

3

2
)(k + 1)

)
Tg(r) (3.31)

6
Mk

δ
(Tf(r) + Tg(r)) +Og(r).

K¸t hñp c¡c b§t �¯ng thùc (3.30) v  (3.31) ta câ(
q(k + 1−M)−(n+

3

2
)(k + 1)

)
(Tf(r) + Tg(r))

6
2Mk

δ
(Tf(r) + Tg(r)) +Of(r) +Og(r).

�i·u n y k²o theo

q(k + 1−M)− (n+
3

2
)(k + 1)− 2Mk

δ
6
Of(r) +Og(r)

Tf(r) + Tg(r)
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�óng vîi måi sè thüc r �õ lîn. Cho r −→∞ ta câ

q(k + 1−M)− (n+
3

2
)(k + 1)− 2Mk

δ
6 0.

�i·u n y k²o theo

k(qδ − (n+
3

2
)δ − 2M) + (q − qM − (n+

3

2
))δ 6 0. (3.32)

N¸u ta l§y

k >
(qM − q + n+ 3

2)δ

qδ − (n+ 3
2)δ − 2M

,

th¼ tø gi£ thi¸t q > n+ 2 +
2M

δ
ta câ m¥u thu¨n. Nh÷ vªy figj ≡ fjgi vîi

måi i 6= j ∈ {0, . . . , n}, tùc l  f ≡ g. �ành lþ �÷ñc chùng minh.
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K¸t luªn Ch÷ìng 3

Vîi möc �½ch nghi¶n cùu mët sè d¤ng �ành lþ duy nh§t cho �÷íng cong

ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n, trong ch÷ìng n y tæi �¢ thu �÷ñc mët

sè k¸t qu£ ch½nh sau:

1. Chùng minh mët d¤ng �ành lþ duy nh§t kiºu Chen-Yan cho �÷íng

cong ch¿nh h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n vîi möc ti¶u l  c¡c si¶u m°t

(�ành lþ 3.2).

2. Chùng minh hai �ành lþ duy nh§t kiºu Fujimoto �÷íng cong ch¿nh

h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n vîi möc ti¶u l  c¡c si¶u m°t (c¡c �ành lþ 3.5

v  3.6).
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K¸t luªn

Trong luªn ¡n n y chóng tæi nghi¶n cùu mët sè d¤ng �ành lþ cì b£n

vîi h m �¸m rót gån hay h m �¸m bëi c­t cöt cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh

tr¶n h¼nh tr¶n tr÷íng W v  v§n �· duy nh§t cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh

tr¶n h¼nh v nh khuy¶n trong m°t ph¯ng phùc C.

C¡c k¸t qu£ ch½nh cõa luªn ¡n bao gçm:

1. Chùng minh hai d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai cho �÷íng cong

ch¿nh h¼nh tr¶n tr÷íng khæng Acsimet vîi h m �¸m rót gån trong hai

tr÷íng hñp möc ti¶u l  c¡c si¶u ph¯ng ð và tr½ têng qu¡t (�ành lþ 1.7) v 

ð và tr½ d÷îi têng qu¡t (�ành lþ 2.4).

2. X¥y düng mët d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai cho �÷íng cong ch¿nh

h¼nh tr¶n tr÷íng phùc C trong tr÷íng hñp �÷íng cong ch¿nh h¼nh tr¶n

h¼nh v nh khuy¶n khæng suy bi¸n �¤i sè vîi h m �¸m bëi c­t cöt k¸t hñp

vîi c¡c si¶u m°t ð và tr½ têng qu¡t (�ành lþ 2.13).

3. �÷a ra ba �ành lþ mîi v· v§n �· duy nh§t cho �÷íng cong ch¿nh

h¼nh tr¶n h¼nh v nh khuy¶n vîi möc ti¶u l  c¡c si¶u m°t ð và tr½ têng qu¡t

(c¡c �ành lþ 3.2, 3.5, 3.6).

Chóng tæi �· xu§t mët sè h÷îng nghi¶n cùu ti¸p theo:

1. Nghi¶n cùu mët sè �ành lþ cì b£n thù hai cho �÷íng cong ch¿nh

h¼nh vîi rót gån trong c¡c tr÷íng hñp kh¡c nhau cõa möc ti¶u.

2. Sû döng c¡c k¸t qu£ v· c¡c d¤ng �ành lþ cì b£n thù hai vîi rót

gån �º nghi¶n cùu v§n �· duy nh§t cho �÷íng cong ch¿nh h¼nh.
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