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Mở đầu

1. Lịch sử nghiên cứu và lý do chọn đề tài

Được bắt nguồn bởi các công trình của R. Nevanlinna từ đầu thế kỷ

XX, Lý thuyết phân bố giá trị cho hàm phân hình (còn gọi là Lý thuyết

Nevanlinna) được đánh giá là một trong những thành tựu sâu sắc và đẹp

đẽ của Toán học. Với nội dung chính bao gồm hai định lý cơ bản: Định lý

cơ bản thứ nhất và Định lý cơ bản thứ hai, Lý thuyết phân bố giá trị ngày

càng thu hút được sự quan tâm của nhiều tác giả trong và ngoài nước, thu

được nhiều kết quả quan trọng và có ứng dụng trong nhiều lĩnh vực khác

nhau của Toán học như vấn đề duy nhất cho hàm phân hình, hệ động lực

phức, phương trình vi phân phức,....

Kí hiệu Pn(C) là không gian xạ ảnh n chiều trên trường C. Năm 1933, H.

Cartan đã mở rộng các kết quả của Nevanlinna cho trường hợp đường cong

chỉnh hình vào Pn(C) và đưa ra một số ứng dụng. Theo hướng nghiên cứu

này nhiều nhà toán học trong và ngoài nước đã công bố nhiều kết quả đặc

sắc về các dạng định lý cơ bản thứ nhất và thứ hai trong các trường hợp

khác nhau và nghiên cứu ứng dụng của các định lý này trong những lĩnh

vực khác nhau của Toán học, đặc biệt là vấn đề duy nhất cho đường cong

chỉnh hình.

Với đường cong chỉnh hình f : C→Pn(C) có một biểu diễn tối giản là

(f0, . . . , fn), hàm

Tf(r) =
1

2π

∫ 2π

0
log ∥f(reiθ)∥dθ
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được gọi là hàm đặc trưng Nevanlinna-Cartan của đường cong f , trong đó

∥f(z)∥ = max{|f0(z)|, . . . , |fn(z)|}.
Cho H là một siêu phẳng, xác định bởi dạng tuyến tính L. Hàm

mf(r,H) = mf(r, L) :=
1

2π

∫ 2π

0
log

∥f(reiθ)∥
|L(f)(reiθ)|

dθ

được gọi là hàm xấp xỉ của f kết hợp với siêu phẳng H. Kí hiệu nf(r,H) là

số không điểm của L(f)(z) trong đĩa {|z| < r}, kể cả bội, nMf (r,H) là số

các không điểm L(f)(z) trong đĩa {|z| < r}, bội cắt cụt bởi một số nguyên

dương M . Hàm

Nf(r,H) = Nf(r, L) =

∫ r

0

nf(t,H)− nf(0, H)

t
dt+ nf(0, H) log r

được gọi là hàm đếm kể cả bội và hàm

NM
f (r,H) = NM

f (r, L) =

∫ r

0

nMf (t,H)− nMf (0, H)

t
dt+ nMf (0, H) log r

được gọi là hàm đếm bội cắt cụt bởi M của đường cong f kết hợp với siêu

phẳng H, trong đó nf(0, H) = lim
r→ 0

nf(r,H), nMf (0, H) = lim
r→ 0

nMf (r,H).

Số M trong kí hiệu NM
f (r,H) được gọi là chỉ số bội cắt cụt.

Năm 1933, H. Cartan ([4]) đã chứng minh hai kết quả sau:

Định lý 1. Cho đường cong chỉnh hình f : C→Pn(C) và một siêu phẳng

H sao cho f(C) ̸⊂ H, khi đó ta có

Tf(r) = Nf(r,H) +mf(r,H) +O(1).

Định lý 2. Cho đường cong chỉnh hình không suy biến tuyến tính f :

C→Pn(C) và q siêu phẳng H1, . . . , Hq ở vị trí tổng quát trong Pn(C). Khi

đó bất đẳng thức

(q − n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nn
f (r,Hj) + o(Tf(r))

đúng với mọi r > 0 đủ lớn nằm ngoài một tập có độ đo Lebesgue hữu hạn.

Định lý 1 được gọi là Định lý cơ bản thứ nhất, Định lý 2 được gọi là

Định lý cơ bản thứ hai với bội cắt cụt cho đường cong chỉnh hình từ C vào
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Pn(C) không suy biến tuyến tính kết hợp với các siêu phẳng ở vị trí tổng

quát. Công trình này của H. Cartan được đánh giá hết sức quan trọng, nó

mở ra một hướng nghiên cứu mới trong việc phát triển lý thuyết phân bố

giá trị - nghiên cứu sự phân bố giá trị của ánh xạ phân hình, chỉnh hình

- mà ngày nay ta biết đến với tên gọi gắn với tên hai nhà toán học xuất

sắc “Lý thuyết Nevanlinna-Cartan”. Các kết quả nghiên cứu theo hướng

này trong thời gian gần đây tập trung vào hai vấn đề:

1. Xây dựng các dạng định lý cơ bản (định lý cơ bản thứ nhất và thứ hai)

cho đường cong chỉnh hình từ C hoặc một miền trong C vào Pn(C) hoặc

một đa tạp đại số xạ ảnh trong Pn(C) với mục tiêu là các siêu phẳng, siêu

mặt cố định hoặc di động, bằng cách thiết lập quan hệ giữa hàm đặc trưng

Nevanlinna-Cartan với các hàm xấp xỉ, hàm đếm hay hàm đếm bội cắt cụt.

Từ đó suy ra các kết quả về quan hệ số khuyết.

2. Nghiên cứu các ứng dụng của lý thuyết Nevanlinna-Cartan trong các

lĩnh vực khác nhau của toán học, chẳng hạn, nghiên cứu sự suy biến của

các đường cong đại số, vấn đề duy nhất cho hàm phân hình và đường cong

chỉnh hình, hệ phương trình vi phân, đạo hàm riêng phức, ....

Hướng nghiên cứu thứ nhất đã thu hút được sự quan tâm của rất nhiều

nhà toán học và thu được nhiều kết quả sâu sắc, chẳng hạn, G. Dethloff,

E. I. Nochka, M. Ru, P. Vojta, H. H. Khoai, D. D. Thai, T. V. Tan, T. T.

H. An, S. D. Quang . . . . Năm 1983, Nochka ([33]) đã mở rộng kết quả của

H. Cartan cho trường hợp họ các siêu phẳng H1, . . . , Hq ở vị trí N−tổng

quát trong Pn(C). Năm 2004, M. Ru ([41]) đã đưa ra một dạng Định lý cơ

bản thứ hai cho đường cong chỉnh hình không suy biến đại số kết hợp với

các siêu mặt cố định. Trong ([42]), Ông đã mở rộng kết quả đó cho đường

cong chỉnh hình vào một đa tạp đại số xạ ảnh V . Năm 2007, T. T. H. An và

H. T. Phuong ([1]) và năm 2008, Q. M. Yan và Z. H. Chen ([51]) đã chứng

minh một quan hệ giữa hàm đặc trưng Tf(r) của đường cong chỉnh hình
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f : C→Pn(C) với các hàm đếm bội cắt cụt NM
f (r,Dj) trong trường hợp

họ các siêu mặt cố định {D1, . . . , Dq} ở vị trí tổng quát. Ngoài ra, trong

những năm gần đây G. Dethloff, T. V. Tan ([13]), D. D. Thai, S. D. Quang

([48]), L. Shi ([45]), P. C. Hu, N. V. Thin ([23])... đã công bố một số công

trình theo hướng này cho đường cong chỉnh hình một hoặc nhiều biến phức

vào Pn(C) hay một đa tạp đại số xạ ảnh trong Pn(C) với mục tiêu là các

siêu phẳng hay siêu mặt, cố định hay di động, ở vị trí tổng quát hay N−
dưới tổng quát.

Một trong những ứng dụng quan trọng của lý thuyết Nevanlinna-Cartan,

cũng như lý thuyết Nevanlinna là nghiên cứu sự xác định của ánh xạ chỉnh

hình cũng như hàm phân hình thông qua ảnh ngược của một hay nhiều tập

hữu hạn phần tử. Vấn đề này cũng thu hút sự quan tâm của nhiều nhà toán

học: A. Boutabaa, W. Cherry, G. Dethloff, H. Fujimoto, M. Ru, L. Smiley,

C. C. Yang, H. H. Khoai, D. D. Thai, T. V. Tan, S. D. Quang, H. T. Phuong

và nhiều tác giả khác.

Cho ánh xạ chỉnh hình f : U→Pn(C) và một biểu diễn tối giản (f0, . . . , fn)

của f , trong đó U là toàn bộ mặt phẳng phức C hoặc một miền trong C.

Với một họ các siêu mặt cố định D = {D1, . . . , Dq}, với mỗi Dj ∈ D, ta kí

hiệu

Ef(Dj) = {z ∈ U | Qj ◦ f(z) = 0 không kể bội};

Ef(Dj) = {(z,m) ∈ U × N | Qj ◦ f(z) = 0 và ordQ◦f(z) = m}.

Và đặt

Ef(D) =
⋃

Dj∈D
Ef(Dj) và Ef(D) =

⋃
Dj∈D

Ef(Dj).

Kí hiệu F là một họ các ánh xạ chỉnh hình khác hằng từ U vào Pn(C).

Họ các siêu mặt D được gọi là tập xác định duy nhất không kể bội, kí hiệu

URSIM (hoặc tập xác định duy nhất kể cả bội, kí hiệu URSCM) cho họ ánh

xạ F nếu với mỗi cặp ánh xạ f, g ∈ F , điều kiện Ef(D) = Eg(D) (hoặc
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Ef(D) = Eg(D) tương ứng) kéo theo f ≡ g. Các tập URSIM, URSCM

được gọi chung là tập xác định duy nhất cho họ ánh xạ F .

Năm 1975, H. Fujimoto ([15]) đã chứng minh một kết quả về vấn đề duy

nhất cho ánh xạ phân hình vào không gian xạ ảnh phức, cho thấy tồn tại

các tập xác định duy nhất kể cả bội gồm 3n+2 siêu phẳng ở vị trí tổng quát

cho họ các ánh xạ phân hình phức không suy biến tuyến tính. Kết quả này

được xem như mở đầu cho các nghiên cứu về vấn đề duy nhất cho ánh xạ

chỉnh hình. Tiếp theo công trình này, năm 1983, L. Smiley ([46]) giới thiệu

một kết quả mới về vấn đề duy nhất cho ánh xạ phân hình không suy biến

tuyến tính bởi ảnh ngược của một họ hữu hạn các siêu phẳng, vấn đề này

được H. Fujimoto ([16]) nghiên cứu lại năm 1998. Năm 2006, G. Dethloff

và T. V. Tan ([13]) xem xét vấn đề tương tự cho trường hợp siêu phẳng

di động. Năm 2008, bằng việc sử dụng Định lý cơ bản thứ hai với bội cắt

cụt cho đường cong chỉnh hình của An-Phuong ([1]), Dulock và Ru ([14])

đã chứng minh một số định lý duy nhất cho đường cong chỉnh hình trong

trường hợp siêu mặt. Năm 2011 và năm 2013, H. T. Phuong đã chứng minh

một số kết quả về vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình với mục tiêu

là các siêu phẳng cố định hay di động (xem [35], [36]). Và nhiều kết quả

khác về vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình trong trường hợp nhiều

biến được công bố bởi M. Ru, D. D. Thai, T. V. Tan, D. Quang . . . . Chú ý

rằng, hầu hết những chứng minh của các kết quả về tập xác định duy nhất

đều dựa vào các dạng Định lý cơ bản thứ hai với bội cắt cụt.

Đối với vấn đề duy nhất cho hàm phân hình, năm 1926, R. Nevanlinna

chứng minh: Hai hàm phân hình phức khác hằng f, g thỏa mãn f−1(ai) =

g−1(ai), i = 1, . . . , 5, thì f ≡ g. Kết quả này của Nevanlinna cho thấy hai

hàm phân hình được xác định duy nhất bởi ảnh ngược của năm điểm phân

biệt. Tiếp theo công trình Nevanlinna, có rất nhiều công trình của các tác

giả trong và ngoài nước được công bố, tập trung vào các hướng: các hàm
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phân hình chung nhau một phần tử hay một tập hợp, có tính bội và không

tính bội. Kí hiệu

σ2(f) = lim inf
r→∞

log log T (r, f)

log r
.

Cho f, g là hai hàm phân hình trên mặt phẳng phức và a ∈ C. Ta nói

hàm f và g chung nhau giá trị a không kể bội nếu f − a và g − a có cùng

các không điểm, f và g chung nhau giá trị a kể cả bội nếu f − a và g − a

có cùng các không điểm kể cả bội. Năm 1996, trong bài báo ([2]), Brück đã

đặt ra giả thuyết mà về sau chúng ta quen gọi là giả thuyết Brück: cho f là

một hàm nguyên thỏa mãn σ2(f) không là một số nguyên hay ∞. Nếu f và

f ′ chung nhau một giá trị hữu hạn a ∈ C kể cả bội thì
f ′ − a

f − a
= c, trong đó

c là một hằng số nào đó. Chú ý rằng, giả thuyết trên đã được Brück chứng

minh trong trường hợp a = 0 trong bài báo [2]. Năm 1998, Gundersen và

Yang ([18]) đã chứng minh giả thuyết Brück đúng khi f là hàm nguyên có

bậc hữu hạn (không phải là số nguyên). Trong trường hợp f là một hàm

có bậc vô hạn với σ2(f) <
1

2
, giả thuyết Brück được chứng minh bởi Chen

và Shon (xem [10]). Trường hợp σ2(f) ≥
1

2
vẫn còn là một vấn đề mở. Một

hướng nghiên cứu thú vị khác về vấn đề duy nhất liên quan đến giả thuyết

Brück là thay f với fn, thay thế f bởi một đa thức vi phân hoặc thay thế a

bởi một đa thức hay một hàm. Năm 2008, L. Z. Yang và J. L. Zhang ([52])

đã chứng minh một kết quả liên quan đến giả thuyết Brück như sau: cho f

là một hàm nguyên khác hằng, n ⩾ 7 là một số nguyên và F = fn. Nếu F

và F ′ chung nhau giá trị 1 CM , thì F ≡ F ′ và f có dạng

f = cez/n,

trong đó c là một hằng số khác 0. Năm 2008, Li và Cao ([30]) nghiên cứu

một mở rộng của giả thuyết Brück khi thay thế hằng số a bởi một đa thức

phù hợp và thay thế đạo hàm cấp một f ′ bởi đạo hàm cấp cao. Với một
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hàm phân hình f , kí hiệu

M [f ] := fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk)

và F = fn+n1+···+nk , trong đó n, n1, ..., nk, t1, ..., tk là các số nguyên dương.

Một vấn đề thú vị thu hút được sự quan tâm của nhiều tác giả đó là nghiên

cứu giả thuyết Brück khi thay f bởi F , f ′ bởi M [f ]. Các công trình này

tạo nên hướng nghiên cứu mới, thường gọi là vấn đề duy nhất cho các hàm

phân hình liên quan đến giả thuyết Brück.

Như vậy, việc tiếp tục phát triển lý thuyết Nevanlinna-Cartan, đặc biệt

nghiên cứu các dạng Định lý cơ bản thứ hai với bội cắt cụt là thực sự cần

thiết. Nó sẽ cho chúng ta những cơ sở quan trọng để nghiên cứu vấn đề duy

nhất cho hàm phân hình và ánh xạ chỉnh hình. Hiện nay, vấn đề phát triển

lý thuyết Nevanlinna-Cartan và nghiên cứu ứng dụng của lý thuyết này

cũng như lý thuyết Nevanlinna trong những ngành khoa học khác nhau đã

và đang được quan tâm mạnh mẽ, gắn liền với các công trình của rất nhiều

nhà toán học trong và ngoài nước: A. Boutabaa, H. Cartan, W. Cherry, G.

Dethloff, Ph. Griffiths, M. Ru, P. Vojta, P. M. Wong, H. H. Khoai, D. D.

Thai, T. T. H. An, S. D. Quang, H. T. Phuong, V. H. An và nhiều tác giả

khác.

Sự lựa chọn đề tài "Về lý thuyết Nevanlinna cho hình vành khuyên

và vấn đề duy nhất" của tác giả luận án này cũng nhằm tiếp tục phát

triển thêm những điều lý thú của Lý thuyết Nevanlinna - Cartan cho đường

cong chỉnh hình trên hình vành khuyên và vấn đề duy nhất.

2. Mục đích và đối tượng nghiên cứu

• Đối tượng nghiên cứu

Trong luận án này chúng tôi tập trung nghiên cứu các tính chất của

hàm phân hình trên mặt phẳng phức C và đường cong chỉnh hình trên
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hình vành khuyên. Đây cũng là các đối tượng nghiên cứu cơ bản của lý

thuyết Nevanlinna và Nevanlinna-Cartan.

• Mục đích nghiên cứu :

Hướng nghiên cứu thứ nhất: xây dựng một số dạng định lý cơ bản (thứ

nhất và thứ hai) cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên với

các mục tiêu là siêu mặt bằng cách thiết lập quan hệ giữa hàm đặc

trưng Nevanlinna-Cartan với các hàm xấp xỉ, hàm đếm hay hàm đếm

bội cắt cụt.

Hướng nghiên cứu thứ hai: thiết lập một số điều kiện đủ để hai đường

cong chỉnh hình trên hình vành khuyên là trùng nhau trong trường hợp

mục tiêu là các siêu mặt ở vị trí tổng quát đối với phép nhúng Veronese.

Hướng nghiên cứu thứ ba: xây dựng một số kết quả mới về vấn đề

duy nhất cho các hàm phân hình liên quan đến giả thuyết Brück trong

trường hợp thay thế f bởi F và f ′ bởi M [f ].

3. Tổng quan về luận án

Trong suốt luận án này ta luôn kí hiệu R > 1 là một số thực dương hoặc

+∞ và

∆ = {z ∈ C :
1

R
< |z| < R}

là một hình vành khuyên trong mặt phẳng phức C . Một trong những hướng

nghiên cứu trong lý thuyết Nevanlinna và Nevanlinna-Cartan là xem xét các

định lý cơ bản thứ nhất và thứ hai cho trường hợp ánh xạ từ f : ∆→Pn(C).

Theo hướng nghiên cứu này, R. Korhonen ([26], năm 2004), A. Khrystiyanyn

và A. Kondratyuk (xem [24, 25], năm 2005) đã có các công bố đầu tiên về

phân bố giá trị cho hàm phân hình trên hình vành khuyên. Vấn đề này lập

tức thu hút được sự quan tâm của các tác giả trên thế giới như H. Cao, S.

Liu, N. Lu, M. E. Lund, D. Meng và thu được một số kết quả quan trọng.
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Đối với đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên, gần đây, năm 2015,

H. T. Phuong và N. V. Thìn ([38]) đã công bố hai định lý cơ bản thứ nhất

và thứ hai cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên với mục tiêu

là các siêu phẳng di động. Các quả mà chúng tôi đạt được trong luận án

này về phân bố giá trị cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên

là các định lý cơ bản thứ nhất và thứ hai trong trường hợp mục tiêu là các

siêu mặt. Kết quả cụ thể như sau:

Định lý 1.2.3. Cho f : ∆→Pn(C) là một đường cong chỉnh hình và D là

một siêu mặt trong Pn(C) có bậc d sao cho ảnh của f không chứa trong D.

Khi đó với mỗi 1 < r < R, ta có

mf(r,D) +Nf(r,D) = dTf(r) +O(1).

Định lý 1.3.6. Cho f : ∆→Pn(C) là một đường cong chỉnh hình không

suy biến đại số và Dj, 1 ≤ j ≤ q, là một họ các siêu mặt trong Pn(C) có

bậc dj tương ứng ở vị trí tổng quát. Gọi d là bội số chung nhỏ nhất của các

d1, d2, . . . , dq. Với 0 < ε < 1

α ≥ (d[(n+ 1)22n])ε−1] + 1).

Khi đó với mọi 1 < r < R ta có

|| (q − (n+ 1)− ε)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

d−1
j Nα

f (r,Dj) +Of(r),

trong đó

Of(r) =

O(log r + log Tf(r)) nếu R = +∞

O(log
1

R0 − r
+ log Tf(r)) nếu R < +∞.

Định lý 1.2.3 là một dạng định lý cơ bản thứ nhất cho đường cong chỉnh

hình trên hình vành khuyên. Định lý 1.3.6 là một dạng Định lý cơ bản thứ

hai với bội cặt cụt cho đường cong chỉnh hình từ ∆ vào Pn(C) kết hợp với

các siêu mặt ở vị trí tổng quát trong Pn(C), cho thấy một quan hệ giữa hàm
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đặc trưng Tf(r) của đường cong chỉnh hình f : ∆→Pn(C) với các hàm đếm

bội cắt cụt NM
f (r,Dj). Các kết quả chính theo hướng nghiên cứu này chúng

tôi viết và công bố trong bài báo [40].

Đối với vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình vành

khuyên, năm 2013, H. T. Phuong và T. H. Minh ([37]) đã chứng minh một

số kết quả về vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình vành

khuyên với mục tiêu là các siêu phẳng cố định, năm 2021, H. H. Giang ([17])

công bố một số kết quả theo hướng nghiên cứu này cùng với mục tiêu là các

siêu phẳng.... Các quả mà chúng tôi đạt được theo hướng nghiên cứu này

như sau:

Định lý 2.2.1. Cho f và g là hai đường cong chỉnh hình không suy biến

đại số từ ∆ vào Pn(C) sao cho Of(r) = o(Tf(r)) và Og(r) = o(Tg(r)). Kí

hiệu D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm q ⩾ nD + 1 + 2n2D/δD siêu mặt ở vị

trí tổng quát đối với phép nhúng Veronese trong Pn(C). Giả sử f(z) = g(z)

với mọi z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D). Khi đó f ≡ g.

Định lý 2.2.2. Cho f và g là hai đường cong chỉnh hình không suy biến

đại số từ ∆ vào Pn(C) sao cho Of(r) = o(Tf(r)) và Og(r) = o(Tg(r)). Kí

hiệu D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm q > nD +1+2nD/mD siêu mặt ở vị

trí tổng quát đối với phép nhúng Veronese trong Pn(C). Giả sử

(a) f(z) = g(z) với mọi z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D),

(b) Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅ và Eg(Di) ∩ Eg(Dj) = ∅ với mọi i ̸= j ∈
{1, . . . , q}.
Khi đó f ≡ g.

Định lý 2.2.1 và Định lý 2.2.2 là hai điều kiện đại số để xác định duy

nhất đối với đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên với mục tiêu là

họ các siêu mặt ở vị trí tổng quát với phép nhúng Veronese. Như đã nói ở

phần trên, các công trình đã công bố trước của các tác giả khác tập trung

chủ yếu vào mục tiêu là các siêu phẳng, kết quả của chúng tôi nghiên cứu
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trong trường hợp siêu mặt. Hai định lý 2.2.1 và 2.2.2 được chúng tôi chứng

minh trong bài báo [39].

Cho f và g là hai hàm phân hình và a và b là hai số phức phân biệt. Nếu

g− b = 0 mỗi khi f − a = 0 thì ta viết f = a⇒ g = b. Nếu f = a⇒ g = b

và g = b ⇒ f = a thì ta viết f = a ⇔ g = b. Nếu f − a và g − b có chung

không điểm và cực điểm kể cả bội thì ta kí hiệu f − a⇌ g− b. Theo hướng

nghiên cứu thứ ba về vấn đề duy nhất cho các hàm phân hình liên quan đến

giả thuyết Brück, chúng tôi đã đạt được định lý sau vào năm 2018:

Định lý 3.2.4. Cho n ∈ N và k, ni, ti ∈ N∗, i = 1, . . . , k thỏa mãn một

trong các điều kiện sau:

1) k = 1, n = 0, n1 ⩾ t1 + 1;

2) n ⩾ 1 hoặc k ⩾ 2, nj ⩾ tj, n+
k∑

j=1

nj ⩾
k∑

j=1

tj + 2.

Cho a và b là hai giá trị hữu hạn khác 0 và f là một hàm nguyên khác hằng.

Nếu fn+n1+···+nk = a⇌ fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = b thì

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) − b

fn+n1+···+nk − a
= c,

trong đó c là một hằng số. Đặc biệt, nếu a = b thì f = c1e
tz, trong đó c1 và

t là các hằng số khác 0 và t thỏa mãn (tn1)
t1 . . . (tnk)

tk = 1.

Định lý 3.2.4 của chúng tôi là một kết quả về vấn đề duy nhất cho các

hàm phân hình liên quan đến giả thuyết Brück trong trường hợp thay thế

f bởi F , f ′ bởi M [f ]. Để chứng minh kết quả về vấn đề duy nhất trước

hết chúng tôi phải thiết lập một tiêu chuẩn chuẩn tắc cho họ các hàm phân

hình như sau:

Định lý 3.2.3. Cho F là một họ các hàm phân hình trên miền phẳng phức

D. Cho a và b là hai số phức thỏa mãn b ̸= 0, gọi n ∈ N, k ∈ N∗ và nj, tj,
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j = 1, 2, . . . , k thỏa mãn

nj ⩾ tj, n+
k∑

j=1

nj ⩾
k∑

j=1

tj + 3, (1)

và fn+n1+···+nk = a ⇔ fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = b đối với mỗi f ∈ F . Khi

đó F là một họ chuẩn tắc. Ngoài ra, nếu F là một họ các hàm chỉnh hình

thì khẳng định đúng khi (1) được thay thế bởi một trong các điều kiện sau:

k = 1, n = 0, n1 ⩾ t1 + 1;

n ⩾ 1 hoặc k ⩾ 2, nj ⩾ tj, n+
k∑

j=1

nj ⩾
k∑

j=1

tj + 2.

Kỹ thuật chứng minh sử dụng Định lý 3.2.4 được kết hợp công cụ của

lý thuyết họ chuẩn tắc và lý thuyết Nevanlinna. Các kết quả này chúng tôi

đã công bố trên bài báo [47].

4. Phương pháp nghiên cứu

Trong luận án này chúng tôi sử dụng phương pháp nghiên cứu cơ bản:

trên cơ sở nghiên cứu các tài liệu theo hướng nghiên cứu, chúng tôi phát hiện

các vấn đề mở cần phải giải quyết và sử dụng các kiến thức, kỹ thuật của

giải tích phức, lý thuyết phân bố giá trị Nevanlinna và Nevanlinna-Cartan,

hình học đại số, lý thuyết họ chuẩn tắc để đề xuất những phương pháp phù

hợp hoặc sử dụng một số kỹ thuật đã có nhằm giải quyết các vấn đề đặt ra.

5. Cấu trúc luận án

Luận án gồm phần mở đầu, ba chương nội dung, kết luận luận án và

danh mục tài liệu tham khảo.

Chương 1 có tên là Hai định lý cơ bản cho đường cong chỉnh hình trên

hình vành khuyên. Trong chương này chúng tôi giới thiệu một số khái niệm

cơ bản trong lý thuyết Nevanlinna và Nevanlinna-Cartran cho hàm phân
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hình và đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên, bao gồm: hàm xấp

xỉ, hàm đếm, hàm đặc trưng cho hàm phân hình và đường cong chỉnh hình;

định lý Jensen, định lý cơ bản thứ nhất và định lý cơ bản thứ hai cho hàm

phân hình trên hình vành khuyên. Nội dung chính của chương này là phát

biểu và chứng minh hai định lý cơ bản thứ nhất và thứ hai cho đường cong

chỉnh hình trên hình vành khuyên trong trường hợp siêu mặt.

Chương 2 với tên Vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình

vành khuyên, chúng tôi tập trung vào giới thiệu một số khái niệm cơ bản về

vấn đề duy nhất và phát biểu, chứng minh hai định lý về vấn đề duy nhất

cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên trong trường hợp siêu

mặt ở vị trí tổng quát đối với phép nhúng Veronese.

Chương 3 dành cho việc trình bày các kết quả nghiên cứu của chúng tôi

về vấn đề duy nhất cho hàm phân hình với tên gọi Vấn đề duy nhất cho hàm

phân hình liên quan đến giả thuyết Brück. Trong chương này, ngoài việc giới

thiệu một số khái niệm cơ bản trong lý thuyết phân bố giá trị Nevanlina

cho hàm phân hình, kiến thức về họ chuẩn tắc, chúng tôi chứng minh một

tiêu chuẩn chuẩn tắc cho hàm phân hình và trên cơ sở đó chứng minh một

kết quả về vấn đề duy nhất cho các hàm phân hình liên quan đến giả thuyết

Brück.

Ngoài việc công bố trên các tạp chí, các kết quả chính của luận án đã

được báo cáo tại :

• Seminar của Bộ môn Giải tích, Khoa Toán, Trường Đại học Sư phạm,

Đại học Thái Nguyên hằng năm.

• Hội nghị Quốc tế về Đại số - Lý thuyết số - Hình học - Tô pô 2021, 21

- 23 /10/ 2021 tại Trường Đại học Sư phạm, Đại học Thái Nguyên.
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Chương 1

Hai định lý cơ bản cho đường cong

chỉnh hình trên hình vành khuyên

1.1. Một số kiến thức cơ bản trong Lý thuyết phân bố giá trị

cho các hàm phân hình

1.1.1. Trường hợp hàm phân hình trên C

Trong phần này chúng tôi sẽ giới thiệu một số kiến thức cơ bản trong lý

thuyết phân bố giá trị cho các hàm phân hình trên mặt phẳng phức C. Cho

f là một hàm phân hình trên C.

Định nghĩa 1.1.1. ([19]) Hàm

m(r, f) =
1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣f(reiφ)∣∣ dφ
được gọi là hàm xấp xỉ của hàm f , trong đó log+ x = max{log x, 0} với mỗi

số thực x > 0.

Kí hiệu n(r, f) là số cực điểm kể cả bội, n(r, f) là số cực điểm không kể

bội của f trong Dr = {z ∈ C : |z| ⩽ r}. Với k là một số nguyên dương, kí

hiệu nk(r, f) là số cực điểm bội cắt cụt bởi k của f (tức là mỗi cực điểm

bội l > k chỉ được tính k lần trong tổng nk(r, f) trong Dr).

Định nghĩa 1.1.2. ([19]) Hàm

N(r, f) =

∫ r

0

n(t, f)− n(0, f)

t
dt+ n(0, f) log r
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được gọi là hàm đếm kể cả bội của f (còn gọi là hàm đếm tại các cực điểm).

Hàm

N(r, f) =

∫ r

0

n(t, f)− n(0, f)

t
dt+ n(0, f) log r

được gọi là hàm đếm không kể bội. Hàm

Nk(r, f) =

∫ r

0

nk(r, f)− nk(0, f)

t
dt+ nk(0, f) log r

được gọi là hàm đếm bội cắt cụt bởi k, trong đó

n(0, f) = lim
t→0

n(t, f); n(0, f) = lim
t→0

n(t, f); nk(0, f) = lim
t→0

nk(t, f).

Số k trong Nk(r, f) được gọi là chỉ số bội cắt cụt.

Định nghĩa 1.1.3. ([19]) Hàm

T (r, f) = m(r, f) +N(r, f)

là hàm đặc trưng của hàm f .

Hàm đặc trưng T (r, f) hàm xấp xỉ m(r, f) và các hàm đếm N(r, f),

N(r, f), Nk(r, f) là các hàm cơ bản trong lý thuyết phân bố giá trị, nó còn

gọi là các hàm Nevanlinna. Mệnh đề sau đây cho chúng ta một số tính chất

cơ bản của các hàm này.

Mệnh đề 1.1.4 ([19]). Cho các hàm phân hình f1, f2, . . . , fp, khi đó:

(1) m(r,

p∑
ν=1

fν) ≤
p∑

ν=1

m(r, fν) + log p;

(2) m(r,

p∏
ν=1

fν) ≤
p∑

ν=1

m(r, fν);

(3) N(r,

p∑
ν=1

fν) ≤
p∑

ν=1

N(r, fν);

(4) N(r,

p∏
ν=1

fν) ≤
p∑

ν=1

N(r, fν);
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(5) T (r,

p∑
ν=1

fν) ≤
p∑

ν=1

T (r, fν) + log p;

(6) T (r,

p∏
ν=1

fν) ≤
p∑

ν=1

T (r, fν).

Tiếp theo chúng tôi nhắc lại Bổ đề đạo hàm logarit, Định lý cơ bản thứ

nhất và Định lý cơ bản thứ hai trong lý thuyết Nevanlinna cho các hàm

phân hình phức.

Bổ đề 1.1.5 (Bổ đề đạo hàm logarit [19]). Cho f là hàm phân hình khác

hằng trên C và k là số nguyên dương. Khi đó đẳng thức

m(r,
f (k)

f
) = o(T (r, f))

đúng với mọi r ∈ [1,∞) ngoài một tập có độ đo Lebesgue hữu hạn.

Định lý 1.1.6 (Định lý cơ bản thứ nhất [19]). Cho f là hàm phân hình

khác hằng trên C và a là số phức. Khi đó

T (r,
1

f − a
) = T (r, f) +O(1).

Nhận xét. Từ Định lý cơ bản thứ nhất, với một hàm phân hình f và một

số phức a, ta luôn có

N(r
1

f − a
) ≤ T (r, f) +O(1),

N(r
1

f − a
) ≤ T (r, f) +O(1).

Định lý 1.1.7 (Định lý cơ bản thứ hai [19]). Cho f là hàm phân hình khác

hằng trên C. Cho a1, . . . , aq là q số phức phân biệt trong C. Khi đó

(q − 1)T (r, f) ≤ N(r, f) +

q∑
i=1

N(r,
1

f − ai
) + S(r, f)

đúng với mọi r ∈ [1,∞) ngoài một tập có độ đo Lebesgue hữu hạn, trong đó

S(r, f) = o(T (r, f)) khi r → ∞.
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1.1.2. Trường hợp hàm phân hình trên hình vành khuyên

Trong phần này chúng tôi nhắc lại một số kiến thức cơ sở trong lý thuyết

phân bố giá trị cho hàm phân hình trên hình vành khuyên, cần thiết cho

việc chứng minh các định lý trong luận án. Trước hết ta nhắc lại một số kí

hiệu.

Cho R > 1 là số thực dương hoặc +∞, ta kí hiệu

∆ =
{
z ∈ C :

1

R
< |z| < R

}
,

là hình vành khuyên trong C. Với mỗi số thực r thỏa mãn 1 < r < R, ta kí

hiệu

∆1,r = {z ∈ C :
1

r
< |z| ≤ 1},

∆2,r = {z ∈ C : 1 < |z| < r}

và

∆r = {z ∈ C :
1

r
< |z| < r} = ∆1,r ∪∆2,r.

Cho f(z) là một hàm phân hình trên ∆ và z0 là một điểm thuộc ∆. Nếu

f(z) có không điểm bội α tại z0, tức là tồn tại một hàm chỉnh hình g(z)

không triệt tiêu trong một lân cận U ⊂ ∆ của z0 và

f(z) = (z − z0)
αg(z)

với mọi z ∈ U , thì ta kí hiệu νf(z0) = α. Nếu f(z) có cực điểm bội α tại

z0, tức là tồn tại một hàm chỉnh hình g(z) không triệt tiêu trong một lân

cận U ⊂ ∆ của z0 và

f(z) = (z − z0)
−αg(z)

với mọi z ∈ U, thì ta kí hiệu νf,∞(z0) = α. Trường hợp f(z0) ̸= 0,∞ ta kí

hiệu νf(z0) = 0 và νf,∞(z0) = 0. Với một số nguyên dương k, ta kí hiệu

νkf (z0) = min{k, νf(z0)}, νkf,∞(z0) = min{k, νf,∞(z0)}.

Cho f là một hàm phân hình trên ∆, tức là f chỉnh hình trên ∆ trừ ra

một số các điểm bất thường cực điểm, ta nhắc lại
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m

(
r,

1

f − a

)
=

1

2π

∫ 2π

0
log+

1

|f(reiθ)− a|
dθ,

m(r, f) = m(r,∞) =
1

2π

∫ 2π

0
log+ |f(reiθ)|dθ,

trong đó a ∈ C và r ∈ (R−1, R) và log+ x = max{0, log x} với số thực

x > 0.

Với một số thực r ∈ {1 < r < R} , ta kí hiệu

m0

(
r,

1

f − a

)
= m

(
r,

1

f − a

)
+m

(
1

r
,

1

f − a

)
,

m0(r, f) = m(r, f) +m(r−1, f).

Các hàm m0

(
r,

1

f − a

)
, m0(r, f) được gọi là hàm xấp xỉ hay hàm bù của

f tại a ∈ C và tại ∞.

Kí hiệu n1

(
r,

1

f − a

)
là số các không điểm kể cả bội của f − a trong

∆1,r và n2

(
r,

1

f − a

)
là số các không điểm kể cả bội của f − a trong ∆2,r,

tức là

n1

(
r,

1

f − a

)
=
∑

z∈∆1,r

νf−a(z),

n2

(
r,

1

f − a

)
=
∑

z∈∆2,r

νf−a(z).

Ta đặt

N1

(
r,

1

f − a

)
=

∫ 1

1/r

n1(t,
1

f−a)

t
dt,

N2

(
r, d

1

f − a

)
=

∫ r

1

n2(t,
1

f−a)

t
dt.

Hàm đếm tại các không điểm kể cả bội của hàm f − a được định nghĩa bởi:

N0

(
r,

1

f − a

)
= N1

(
r,

1

f − a

)
+N2

(
r,

1

f − a

)
.
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Kí hiệu n1(r, f) là số các cực điểm kể cả bội của f trong ∆1,r, n2(r, f) là

số các cực điểm kể cả bội của f trong ∆2,r, tức là

n1(r, f) =
∑

z∈∆1,r

νf,∞(z),

n2(r, f) =
∑

z∈∆2,r

νf,∞(z).

Ta đặt

N1(r, f) = N1(r,∞) =

∫ 1

1/r

n1(t, f)

t
dt,

N2(r, f) = N2(r,∞) =

∫ r

1

n2(t, f)

t
dt.

Hàm đếm tại các cực điểm kể cả bội của hàm f được định nghĩa bởi:

N0(r, f) = N1(r, f) +N2(r, f).

Với một số nguyên dương k, kí hiệu nk1

(
r,

1

f − a

)
là số các không điểm

bội cắt cụt của f − a trong ∆1,r và n
k
2

(
r,

1

f − a

)
là số các không điểm bội

cắt cụt của f − a trong ∆2,r, tức là

nk1

(
r,

1

f − a

)
=
∑

z∈∆1,r

νkf−a(z),

nk2

(
r,

1

f − a

)
=
∑

z∈∆2,r

νkf−a(z).

Ta đặt

Nk
1

(
r,

1

f − a

)
=

∫ 1

1/r

nk1(t,
1

f−a)

t
dt,

Nk
2

(
r,

1

f − a

)
=

∫ r

1

nk2(t,
1

f−a)

t
dt.
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Hàm đếm tại các không điểm với bội cắt cụt bởi một số nguyên dương k

của hàm f − a được định nghĩa bởi:

Nk
0

(
r,

1

f − a

)
= Nk

1

(
r,

1

f − a

)
+Nk

2

(
r,

1

f − a

)
.

Kí hiệu nk1(r, f) là số các cực điểm bội cắt cụt của f trong ∆1,r, n
k
2(r, f)

là số các cực điểm bội cắt cụt của f trong ∆2,r, tức là

nk1(r, f) =
∑

z∈∆1,r

νkf,∞(z),

nk2(r, f) =
∑

z∈∆2,r

νkf,∞(z).

Ta đặt

Nk
1 (r, f) = N1(r,∞) =

∫ 1

1/r

nk1(t, f)

t
dt,

Nk
2 (r, f) = N2(r,∞) =

∫ r

1

nk2(t, f)

t
dt.

Hàm đếm tại các cực điểm với bội cắt cụt bởi một số nguyên dương k của

hàm f được định nghĩa bởi:

Nk
0 (r, f) = Nk

1 (r, f) +Nk
2 (r, f).

Hàm đặc trưng T0(r, f) của f được định nghĩa bởi

T0(r, f) = m0(r, f)− 2m(1, f) +N0(r, f).

Các hàm xấp xỉ, hàm đếm và hàm đặc trưng được gọi là các hàm Nevanlinna

của một hàm phân hình trên hình vành khuyên.

Mệnh đề sau đây là một dạng của định lý Jensen cho hàm phân hình trên

hình vành khuyên.

Mệnh đề 1.1.8 ([24]). Cho f là một hàm phân hình khác hằng trên ∆. Khi

đó với mỗi r ∈ (1, R), ta có

N0

(
r,
1

f

)
−N0(r, f) =

1

2π

∫ 2π

0
log |f(reiθ)|dθ + 1

2π

∫ 2π

0
log |f(r−1eiθ)|dθ

− 1

π

∫ 2π

0
log |f(eiθ)|dθ.
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Các mệnh đề sau đây cho chúng ta một số tính chất của các hàm Nevan-

linna cho hàm phân hình trên hình vành khuyên.

Mệnh đề 1.1.9 ([24]). Cho f là một hàm phân hình trên ∆. Khi đó với

mỗi r ∈ (1, R), ta có

T0(r, f) =
1

2π

∫ 2π

0
N0

(
r,

1

f − eiθ

)
dθ.

Mệnh đề 1.1.10 ([24]). Cho f là một hàm phân hình trên ∆. Khi đó với

mỗi r ∈ (1, R), ta có

T0(r, f) = T0(r, 1/f),

T0(r, f) = T0(r, f(1/z)).

Mệnh đề 1.1.11 ([24]). Cho f là một hàm phân hình trên ∆. Khi đó với

mỗi r ∈ (1, R)

T0(r, f1 + f2) ⩽ T0(r, f1) + T0(r, f2) +O(1),

T0(r, f1.f2) ⩽ T0(r, f1) + T0(r, f2) +O(1),

T0(r,
f1
f2
) ⩽ T0(r, f1) + T0(r, f2) +O(1).

Mệnh đề sau đây thường được gọi là Định lý cơ bản thứ nhất cho hàm

phân hình trên hình vành khuyên:

Mệnh đề 1.1.12 ([24]). Cho f là một hàm phân hình trên ∆. Khi đó với

mỗi r ∈ (1, R), ta có

T0(r,
1

f − c
) = T0(r, f) +O(1)

đúng với mọi hằng số c ∈ C.

Mệnh đề sau đây thường được gọi là Bổ đề đạo hàm logarit.

Mệnh đề 1.1.13 ([25]). Cho f là một hàm phân hình trên ∆ và λ ⩾ 0.

Khi đó:
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i) nếu R = ∞ thì m0

(
r, f ′/f

)
= O(log(rT0(r, f))) với mỗi r ∈ (1, R)

ngoại trừ một tập ∆r thỏa mãn:
∫
∆r
rλ−1dr < +∞;

ii) nếu R < ∞ thì m0

(
r, f ′/f

)
= O

(
log

(
T0(r, f)

R− r

))
với mỗi r ∈

(1, R) ngoại trừ một tập ∆
′

r thỏa mãn
∫
∆′

r

dr
(R− r)λ−1

< +∞.

Mệnh đề sau đây thường được gọi là Định lý cơ bản thứ hai cho hàm

phân hình trên hình vành khuyên:

Mệnh đề 1.1.14 ([25]). Cho f là một hàm phân hình trên ∆, a1, a2, . . . , ap

là các số phức phân biệt và λ ⩾ 0. Khi đó:

m0(r, f) +

p∑
ν=1

m0

(
r,

1

f − aν

)
⩽ 2T0(r, f)−N

(1)
0 (r, f) + S(r, f)

trong đó

N
(1)
0 (r, f) = N0(r, 1/f

′) + 2N0(r, f)−N0(r, f
′)

và

i) nếu R = ∞ thì S(r, f) = O(log(rT0(r, f))) với mỗi r ∈ (1, R), ngoại

trừ một tập ∆r thỏa mãn:
∫
∆r
rλ−1dr < +∞;

ii) nếu R < +∞ thì S(r, f) = O

(
log

(
T0(r, f)

R− r

))
với mỗi r ∈ (1, R),

ngoại trừ một tập ∆
′

r thỏa mãn
∫
∆′

r

dr)

(R− r)λ−1
< +∞.

Cho f là một hàm phân hình khác hằng trên ∆∞ = {z : 0 < |z| < ∞},
ta kí hiệu các số khuyết

δ0(a) = lim inf
r−→∞

m0(r, 1/f − a)

T0(r, f)

và

δ0(∞) = lim inf
r−→∞

m0(r, f)

T0(r, f)
.
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Mệnh đề 1.1.15 ([25], Quan hệ số khuyết). Cho f là một hàm phân hình

trên ∆∞, aν, ν = 1, . . . , q là các số phức phân biệt, có thể bao gồm cả ∞.

Khi đó
q∑

ν=1

δ0(aν) ⩽ 2.

1.2. Các hàm Nevanlinna-Cartan và Định lý cơ bản thứ nhất

1.2.1. Các hàm Nevanlinna-Cartan

Trong phần này chúng tôi giới thiệu một số khái niệm cơ bản trong

lý thuyết Nevanlinna-Cartan cho đường cong chỉnh hình trên hình vành

khuyên. Ngoài ra chúng tôi phát biểu và chứng minh một dạng định lý cơ

bản thứ nhất trong lý thuyết Nevanlinna-Cartan cho đường cong chỉnh hình

trên hình vành khuyên trong trường hợp siêu mặt. Trước hết tôi trình bày

khái niệm về đường cong.

Định nghĩa 1.2.1. Một ánh xạ chỉnh hình từ ∆ vào Pn(C), hay còn gọi là

đường cong chỉnh hình, trong không gian xạ ảnh Pn(C) được định nghĩa là

ánh xạ

f = (f0 : · · · : fn) :∆ −→ Pn(C)

z 7−→ (f0(z) : · · · : fn(z)),

trong đó fj, 0 ⩽ j ⩽ n, là các hàm nguyên trên ∆. Nếu fj, j = 0, 1, . . . , n, là

các đa thức thì f được gọi là đường cong đại số. Trong trường hợp f0, . . . , fn

không có không điểm chung trên ∆ thì ta gọi (f0, f1, . . . , fn) là một biển

diễn rút gọn của f .

Định nghĩa 1.2.2. Đường cong chỉnh hình f : ∆ −→ Pn(C) được gọi là

suy biến tuyến tính nếu ảnh của f chứa trong một đa tạp tuyến tính thực

sự nào đó của không gian xạ ảnh Pn(C). Đường cong chỉnh hình f được gọi
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là suy biến đại số nếu ảnh của f chứa trong một đa tạp đại số thực sự nào

đó của Pn(C).

Từ định nghĩa dễ dàng nhận thấy rằng, ánh xạ f = (f0 : · · · : fn) : ∆ −→
Pn(C) suy biến tuyến tính nếu các hàm f0, . . . , fn là phụ thuộc tuyến tính.

Cho f = (f0 : · · · : fn) : ∆→Pn(C) là một đường cong chỉnh hình, trong

đó f0, . . . , fn là các hàm chỉnh hình không có không điểm chung trong ∆.

Với 1 < r < R, hàm đặc trưng Tf(r) của f được xác định bởi

Tf(r) =
1

2π

∫ 2π

0
log ∥f(reiθ)∥dθ + 1

2π

∫ 2π

0
log ∥f(r−1eiθ)∥dθ,

trong đó ∥f(z)∥ = max{|f0(z)|, . . . , |fn(z)|}. Khái niệm này độc lập với

mọi cách chọn biểu diễn tối giản của hàm f , sai khác một hằng số.

Cho D là một siêu mặt bậc d trong Pn(C), xác định bởi đa thức thuần

nhất Q. Hàm xấp xỉ của f kết hợp với siêu mặt D được xác định bởi

mf(r,D) =
1

2π

∫ 2π

0
log

∥f(reiθ)∥d

|Q ◦ f(reiθ)|
dθ +

1

2π

∫ 2π

0
log

∥f(r−1eiθ)∥d

|Q ◦ f(r−1eiθ)|
dθ.

Cho M là một số nguyên dương, kí hiệu n1,f(r,D) và n2,f(r,D) là số các

không điểm của Q(f) lần lượt trong ∆1,r và ∆2,r kể cả bội, nM1,f(r,D) và

nM2,f(r,D) là số các không điểm bội cắt cụt bởi M của Q(f) lần lượt trong

∆1,r và ∆2,r, tức là:

n1,f(r,D) = n1(r, 1/Q(f)), n2,f(r,D) = n2(r, 1/Q(f));

nM1,f(r,D) = nM1 (r, 1/Q(f)), nM2,f(r,D) = nM2 (r, 1/Q(f)).

Kí hiệu

N1,f(r,D) =

∫ 1

r−1

n1,f(t,D)

t
dt, N2,f(r,D) =

∫ r

1

n2,f(t,D)

t
dt,

NM
1,f(r,D) =

∫ 1

r−1

nM1,f(t,D)

t
dt, NM

2,f(r,D) =

∫ r

1

nM2,f(t,D)

t
dt.

Hàm đếm và hàm đếm bội cắt cụt được định nghĩa bởi

Nf(r,D) = Nf(r,Q) := N1,f(r,D) +N2,f(r,D),

NM
f (r,D) = NM

f (r,Q) := NM
1,f(r,D) +NM

2,f(r,D).
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Cho D1, . . . , Dq là các siêu mặt trong Pn(C), ta gọi Qj, 1 ⩽ j ⩽ q, là các

đa thức thuần nhất bậc dj trong C[z0, . . . , zn] xác định Dj. Các siêu mặt

D1, . . . , Dq được gọi là ở vị trí tổng quát nếu q > n và với mỗi bộ gồm n+1

chỉ số phân biệt i1, . . . , in+1 ∈ {1, . . . , q}, ta có

{z ∈ Pn(C) : Qi1(z) = Qi2(z) = · · · = Qin+1
(z) = 0} = ∅.

1.2.2. Định lý cơ bản thứ nhất

Năm 2022, chúng tôi chứng minh định lý sau đây là một dạng của định

lý cơ bản thứ nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên trong

trường hợp siêu mặt:

Định lý 1.2.3 ([40]). Cho D là một siêu mặt bậc d trong Pn(C) và f =

(f0 : · · · : fn) : ∆→Pn(C) là một đường cong chỉnh hình mà ảnh của nó

không chứa trong D. Khi đó với mỗi 1 < r < R, ta có

mf(r,D) +Nf(r,D) = dTf(r) +O(1).

Chứng minh. Gọi P là đa thức thuần nhất bậc d xác định siêu mặt D. Theo

định nghĩa của các hàm Tf(r), Nf(r,D), mf(r,D) và từ Mệnh đề 1.1.8, ta

có

mf(r,D) +Nf(r,D) = mf(r,D) +N0

(
r,

1

P (f)

)

=
1

2π

∫ 2π

0
log

∥f(reiθ)∥d

|P ◦ f(reiθ)|
dθ +

1

2π

∫ 2π

0
log

∥f(r−1eiθ)∥d

|P ◦ f(r−1eiθ)|
dθ

+
1

2π

∫ 2π

0
log |P ◦ f(reiθ)|dθ + 1

2π

∫ 2π

0
log |P ◦ f(r−1eiθ)|dθ

+O(1)

= d

(
1

2π

∫ 2π

0
log ∥f(reiθ)∥dθ + 1

2π

∫ 2π

0
log ∥f(r−1eiθ)∥dθ

)
+O(1)

= dTf(r) +O(1).

Điều này kéo theo kết luận của định lý.
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Định lý 1.2.3 cho chúng ta một quan hệ đẳng thức giữa hàm đặc trưng

của một đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên với các hàm xấp xỉ,

hàm đếm kết hợp với một siêu mặt. Kết quả này cũng tương tự như trường

hợp đường cong chỉnh hình trên mặt phẳng phức C .

1.3. Định lý cơ bản thứ hai

Trong phần này chúng tôi sẽ phát biểu và chứng minh một dạng Định lý

cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên kết hợp

với các siêu mặt ở vị trí tổng quát. Để chứng minh kết quả chính ta cần

thêm một số khái niệm và kết quả bổ trợ.

1.3.1. Kiến thức bổ trợ

Đầu tiên ta nhắc lại khái niệm về Wronskian. Cho f : ∆→Pn(C) là một

đường cong chỉnh hình, trong đó (f0, . . . , fn) là một biểu diễn tối giản của

f , tức là các hàm f0, . . . , fn chỉnh hình và không có không điểm chung trên

∆. Định thức Wronskian của f được định nghĩa bởi

W = W (f) = W (f0, . . . , fn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f0(z) f1(z) . . . fn(z)

f ′0(z) f ′1(z) . . . f ′n(z)
...

... . . . ...

f
(n)
0 (z) f

(n)
1 (z) . . . f

(n)
n (z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ta kí hiệu NW (r, 0) là hàm đếm tại các không điểm củaW (f0, . . . , fn) trong

∆r, tức là

NW (r, 0) = N0(r,
1

W
).

Gọi L0, . . . , Ln là các dạng độc lập tuyến tính của z0, . . . , zn. Với mỗi

j = 0, . . . , n, đặt

Fj(z) = Lj(f(z)).

Theo tính chất của Wronskian, tồn tại các hằng số C ̸= 0 sao cho

|W (F0, . . . , Fn)| = C|W (f0, . . . , fn)|.
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Tiếp theo ta nhắc lại thứ tự từ điển của các n−bộ các số tự nhiên: cho

(j) = (j1, . . . , jn) và (i) = (i1, . . . , in) là hai n-bộ các số tự nhiên, ta nói

(j) > (i) nếu và chỉ nếu tồn tại b ∈ {1, . . . , n} ta có jl = il với mọi l < b

và jb > ib. Với một n−bộ (i) = (i1, . . . , in) các số tự nhiên, ta kí hiệu

σ(i) :=
∑n

j=1 ij.

Bây giờ ta nhắc lại về lọc Corvaja-Zannier. Cho Q1, . . . , Qn là đa thức

thuần nhất bậc d trong C[z0, . . . , zn], xác định một đa tạp con trong Pn(C)

có số chiều 0. Với một số nguyên lớn N chia hết cho d, ta kí hiệu VN là

không gian các đa thức thuần nhất bậc N trong C[z0, . . . , zn]. Gọi S là họ

tất cả các n−bộ các số tự nhiên (i) = (i1, . . . , in) thỏa mãn σ(i) ⩽ N/d đã

được sắp xếp theo thứ tự từ điển. Với mỗi (i) = (i1, . . . , in) ∈ S, ta kí hiệu

không gian W(i) = WN(i) bởi

W(i) =
∑

(e)=(e1,...,en)∈S,(e)⩾(i)

Qe1
1 . . . Q

en
n VN−dσ(e).

Khi đó W(0,...,0) = VN và W(i) ⊃ W(i′) nếu (i) < (i′) và họ {W(i)}(i)∈S được

gọi là lọc của VN .

Mệnh đề 1.3.1 ([1]). Giả sử (i′) > (i) là hai phần tử liên tiếp theo thứ tự

từ điển trong S. Khi đó tồn tại đẳng cấu

W(i)

W(i′)

∼=
VN−dσ(i)

(Q1, . . . , Qn) ∩ VN−dσ(i)
.

Ngoài ra, ta có thể chọn được một cơ sở của
W(i)

W(i′)
từ tập hợp tất cả các lớp

tương đương có dạng Qi1
1 . . . Q

in
n η modulo W(i′), trong đó η là một đơn thức

bậc N − dσ(i) của z0, z1, . . . , zn.

Với (i′) > (i) là hai phần tử liên tiếp nhau trong S, ta đặt

∆(i) := dim
W(i)

W(i′)
.

Khi đó ta dễ dàng chứng minh được
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Mệnh đề 1.3.2. Nếu (i1) và (i2) là hai cặp n−bộ thuộc S thỏa mãn σ(i1) =

σ(i2) thì

∆(i1) = ∆(i2).

Mệnh đề 1.3.3 ([1]). Nếu σ(i) ⩽ N/d− n thì

∆(i) := dim
W(i)

W(i′)
= dn,

trong đó (i′) > (i) là hai phần tử liên tiếp trong S.

Trong luận án này, kí hiệu “||” trong một bất đẳng thức nào đó thì ta

hiểu bất đẳng thức đó đúng với mọi r ∈ (1,+∞) ngoại trừ một tập E mà∫
E r

λ−1dr < +∞ với R = +∞ và bất đẳng thức đúng với mọi r ∈ (1, R)

ngoại trừ một E mà
∫
E

1

(R− r)λ+1
dr < +∞ với R < +∞. Hai mệnh đề

sau được Phuong - Thin chứng minh năm 2015, cần thiết cho việc chứng

minh định lý cơ bản thứ hai của chúng tôi.

Mệnh đề 1.3.4 ([38]). Cho f = (f0 : · · · : fn) : ∆→Pn(C) là một đường

cong không suy biến tuyến tính và H1, . . . , Hq là các siêu phẳng Pn(C) ở vị

trí tổng quát. Khi đó ta có

∥
∫ 2π

0
max
K

∑
j∈K

log
∥f(reiθ)∥

|(aj, f)(reiθ)|
dθ

2π
+

∫ 2π

0
max
K

∑
j∈K

log
∥f(r−1eiθ)∥

|(aj, f)(r−1eiθ)|
dθ

2π

⩽ (n+ 1)Tf(r)−NW (r, 0) +Of(r),

trong đó

Of(r) =

O(log r + log Tf(r)) nếu R0 = +∞

O(log
1

R0 − r
+ log Tf(r)) nếu R0 < +∞,

ở đây maximum được lấy trên tất cả các tập con K của {1, . . . , q} sao cho

aj, j ∈ K, là độc lập tuyến tính.

Mệnh đề 1.3.5 ([38]). Cho f = (f0 : · · · : fn) : ∆ −→ Pn(C) là một đường

cong chỉnh hình không suy biến tuyến tính và H1, . . . , Hq là các siêu phẳng
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trong Pn(C) ở vị trí tổng quát. Với mỗi j = 1, . . . , q, gọi Lj là dạng tuyến

tính xác định Hj. Khi đó

q∑
j=1

mf(r,Hj) ⩽
∫ 2π

0
max
K

∑
j∈K

log
∥f(reiθ)∥

|(aj, f)(reiθ)|
dθ

2π

+

∫ 2π

0
max
K

∑
j∈K

log
∥f(r−1eiθ)∥

|(aj, f)(r−1eiθ)|
dθ

2π
+O(1).

1.3.2. Định lý cơ bản thứ hai

Định lý sau đây được chúng tôi chứng minh vào năm 2022 là một dạng

Định lý cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh hỉnh trên hình vành khuyên

trong trường hợp siêu mặt ở vị trí tổng quát.

Định lý 1.3.6 ([40]). Cho f : ∆→Pn(C) là một đường cong chỉnh hình

không suy biến đại số và Dj, 1 ≤ j ≤ q, là một họ các siêu mặt trong Pn(C)

có bậc dj tương ứng ở vị trí tổng quát. Gọi d là bội số chung nhỏ nhất của

các d1, d2, . . . , dq. Khi đó với mỗi số dương ε : 0 < ε < 1 và

α ≥ (d[(n+ 1)22n])ε−1] + 1)n,

ta có

|| (q − (n+ 1)− ε)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

d−1
j Nα

f (r,Dj) +Of(r)

đúng với mọi 1 < r < R, trong đó

Of(r) =

O(log r + log Tf(r)) nếu R = +∞

O(log
1

R− r
+ log Tf(r)) nếu R < +∞.

Chứng minh. Giả sử (f0 : . . . : fn) là một biểu diễn tối giản của f và Pj

là đa thức thuần nhất bậc dj trong C[z0, . . . , zn] xác định siêu mặt Dj, với

mỗi j = 1, 2, . . . , n. Ta giả sử rằng q ⩾ n+ 1.

Lấy r : 1 < r < R tùy ý. Trước hết ta xem xét trong trường hợp

d1 = d2 = . . . = dq = d. Với mỗi x, y ∈ C, |x| = r và |y| = 1/r tồn tại hai
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hoán vị {i1, . . . , iq} và {l1, . . . , lq} của tập {1, . . . , q} sao cho

|Pi1 ◦ f(x)| ⩽ |Pi2 ◦ f(x)| ⩽ . . . ⩽ |Piq ◦ f(x)|, (1.1)

và

|Pl1 ◦ f(y)| ⩽ |Pl2 ◦ f(y)| ⩽ . . . ⩽ |Plq ◦ f(y)|. (1.2)

Do các siêu mặt Dij , 1 ⩽ j ⩽ n + 1, ở vị trí tổng quát nên theo Hilbert’s

Nullstelensatz ([50]) ta có: với mỗi số nguyên k, 0 ⩽ k ⩽ n, tồn tại số nguyên

tk ⩾ d sao cho

ztkk =
n+1∑
j=1

Qjk(z0, . . . , zn)Pij(z0, . . . , zn),

trong đó Qjk, 1 ⩽ j ⩽ n + 1, 0 ⩽ k ⩽ n, là các đa thức thuần nhất bậc

tk − d với các hệ số lấy trên C. Suy ra

|fk(x)|tk ⩽
n+1∑
j=1

|Qjk(f0(x), . . . , fn(x))|.|Pij(f0(x), . . . , fn(x))|. (1.3)

Do Qjk là các đa thức thuần nhất bậc tk − d nên

|Qjk(f0(x), . . . , fn(x))| ⩽ cjk max{|f0(x)|tk−d, . . . , |fn(x)|tk−d}

= cjk(max{|f0(x)|, . . . , |fn(x)|})tk−d

= cjk∥f(x)∥tk−d,

trong đó cjk là tổng tất cả các môđun của các hệ số các đơn thức trong

đa thức Qjk. Hiển nhiên cjk chỉ phụ thuộc vào Qjk mà không phụ thuộc

f0, . . . , fn. Mặt khác, với mỗi k = 0, . . . , n, ta có

n+1∑
j=1

|Pij(f0(x), . . . , fn(x))| ⩽ (n+ 1)max{|Pi1 ◦ f(x)|, . . . , |Pin+1
◦ f(x)|}.

Ta đặt

C1 = (n+ 1)max{cjk : j = 1, . . . , n+ 1; k = 0, . . . , n}.
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Bất đẳng thức (1.3) kéo theo

|fk(x)|tk ⩽ C1∥f(x)∥tk−dmax{|Pi1 ◦ f(x)|, . . . , |Pin+1
◦ f(x)|}, (1.4)

trong đó C1 là một hằng số dương chỉ phụ thuộc vào các hệ số của các đơn

thức trong bjk, 1 ⩽ j ⩽ n + 1, 0 ⩽ k ⩽ n, tức là phụ thuộc vào các hệ số

của các đa thức thuần nhất Pi, i = 1, . . . , q. Chú ý rằng (1.4) đúng với mọi

k, nên

∥f(x)∥tk ⩽ C1∥f(x)∥tk−dmax{|Pi1 ◦ f(x)|, . . . , |Pin+1
◦ f(x)|}.

Hay

∥f(x)∥d ⩽ C1max{|Pi1 ◦ f(x)|, . . . , |Pin+1
◦ f(x)|}. (1.5)

Kết hợp (1.1) và (1.5) suy ra

q∏
j=1

∥f(x)∥d

|Pj ◦ f(x)|
=

( n∏
k=1

∥f(x)∥d

|Pik ◦ f(x)|

)( q∏
k=n+1

∥f(x)∥d

|Pik ◦ f(x)|

)

⩽ Cq−n
1

n∏
k=1

∥f(x)∥d

|Pik ◦ f(x)|
, (1.6)

trong đó C1 là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào các hệ số Pj.

Lập luận tương tự ta cũng có

q∏
j=1

∥f(y)∥d

|Pj ◦ f(y)|
⩽ Cq−n

2

n∏
k=1

∥f(y)∥d

|Plk ◦ f(y)|
, (1.7)

trong đó C2 là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào các hệ số Pj. Bất đẳng thức

(1.6) kéo theo

q∑
j=1

1

2π

∫ 2π

0
log

∥f(reiθ)∥d

|Pj ◦ f(reiθ)|
dθ

⩽
∫ 2π

0
log

n∏
k=1

∥f(reiθ)∥d

|Pik ◦ f(reiθ)|
dθ

2π
+ (q − n) logC1

⩽
∫ 2π

0
max

{i1,...,in}
log

n∏
k=1

∥f(reiθ)∥d

|Pik ◦ f(reiθ)|
dθ

2π
+ (q − n) logC1.
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Tương tự, từ Bất đẳng thức (1.7) ta có

q∑
j=1

1

2π

∫ 2π

0
log

∥f(r−1eiθ)∥d

|Pj ◦ f(r−1eiθ)|
dθ

⩽
∫ 2π

0
max

{i1,...,in}
log

n∏
k=1

∥f(r−1eiθ)∥d

|Pik ◦ f(r−1eiθ)|
dθ

2π
+ (q − n) logC2.

Như vậy, từ định nghĩa ta có:

q∑
j=1

mf(r,Dj) ⩽
∫ 2π

0
max

{i1,...,in}
log

n∏
k=1

∥f(reiθ)∥d

|Pik ◦ f(reiθ)|
dθ

2π

+

∫ 2π

0
max

{i1,...,in}
log

n∏
k=1

∥f(r−1eiθ)∥d

|Pik ◦ f(r−1eiθ)|
dθ

2π

+ (q − n)(logC1 + logC2). (1.8)

Gọi N (N ⩾ nd) là một số nguyên cố định, kí hiệu VN là không gian các

đa thức thuần nhất bậc N trong C[z0, . . . , zn]. Kí hiệu M := dimVN và gọi

Q1, . . . , QM là một cơ sở cố định của VN . Với mỗi j = 1, 2, . . . ,M ta đặt

Fj = Qj(f) và đặt

F = (F1 : · · · : FM) : ∆→PM−1(C),

khi đó từ giả thiết f là không suy biến đại số, ta có F không suy biến tuyến

tính.

Lấy tùy ý n đa thức phân biệt {α1, . . . , αn} ⊂ {P1, . . . , Pq}, từ giả thuyết

ở vị trí tổng quát của các siêu mặt {D1, . . . , Dq} ta suy ra họ các đa thức

{α1, . . . , αn} xác định một đa tạp con có số chiều bằng 0 trong Pn(C). Gọi S
là họ tất cả các n−bộ các số tự nhiên (i) = (i1, . . . , in) thỏa mãn σ(i) ⩽ N/d

đã được sắp xếp theo thứ tự từ điển, theo quy trình xây dựng lọc Corvaja-

Zannier, ta xây dựng được một lọc các không gian con {W(i)}(i)∈S của VN

và theo Mệnh đề 1.3.3, ta có

∆(i) = dim
W(i)

W(i′)
= dn,



33

với mỗi (i′) > (i) là hai n−bộ các số tự nhiên liên tiếp thuộc S thỏa mãn

σ(i) ⩽ N/d− n.

Bây giờ ta sẽ chọn một cơ sở thích hợp B = {ψ1, . . . , ψM} của VN : ta bắt

đầu với không gian con nhỏ nhất khác {0} của lọc {W(i)}(i)∈S của VN , kí

hiệu là W(i∗) và chọn một cơ sở bất kỳ của nó để đưa vào B. Ta tiếp tục xây

dựng các phần tử tiếp theo của cơ sở bằng quy nạp như sau: giả sử ta đã

chọn được một cơ sở W(i) trong lọc để đưa vào B và (i′) < (i) là n−bộ liên

tiếp thuộc S. Ta biết rằng mỗi phần tử của không gian thương W(i′)/W(i)

là một lớp tương đương và trong mỗi lớp đó sẽ có một phần tử thuộc W(i′),

có biểu diễn dưới dạng αi1
1 , . . . , α

in
n Q, trong đó Q ∈ VN−dσ(i′). Ta bổ sung

các phần tử này vào B và lặp quá trình này cho đến khi W(i′) = VN . Bằng

con đường như vậy ta sẽ thu được một cơ sở B = {ψ1, . . . , ψM} của VN .

Hiển nhiên với mỗi j : 1 ⩽ j ⩽ M , phần tử ψj biểu diễn được dưới một

dạng tuyến tính, kí hiệu là Lj, của Q1, . . . , QM và do B = {ψ1, . . . , ψM}
là một cơ sở của VN nên L1, . . . , LM là độc lập tuyến tính. Hiển nhiên, từ

cách xây dựng ta có ψj ◦ f = Lj(F ).

Lấy z ∈ ∆ tùy ý. Giả sử ψj ∈ B là một phần tử thuộc W(i) được xây

dựng từ không gian thươngW(i)/W(i′), trong đó i = (i1, . . . , in) < (i′) là hai

n−bộ các số tự nhiên liên tiếp thuộc S. Khi đó ψj = αi1
1 , . . . , α

in
n Q, trong

đó Q ∈ VN−dσ(i), do đó ta có

|ψj ◦ f(z)| ⩽ |α1 ◦ f(z)|i1 . . . |α1 ◦ f(z)|in|Q ◦ f(z)|

⩽ C3|α1 ◦ f(z)|i1 . . . |αn ◦ f(z)|in∥f(z)∥N−dσ(i),

trong đó C3 là một hằng số dương chỉ phụ thuộc vào ψj. Suy ra

log|Lj(F )(z)| = log |ψj ◦ f(z)|

⩽ i1 log |α1 ◦ f(z)|+ · · ·+ in log |αn ◦ f(z)|

+ (N − dσ(i)) log ∥f(z)∥+ logC3

⩽ N log ∥f(z)∥ − i1 log
∥f(z)∥d

|α1 ◦ f(z)|
− · · · − in log

∥f(z)∥d

|αn ◦ f(z)|
+ logC3.
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Chú ý rằng có đúng ∆(i) hàm ψj trong cơ sở B, như vậy ta có

log
M∏
j=1

|Lj(F )(z)| ⩽ −
∑
(i)

∆(i)

(
i1 log

∥f(z)∥d

|α1 ◦ f(z)|
+ · · ·+ in log

∥f(z)∥d

|αn ◦ f(z)|

)
+MN log ∥f(z)∥+M logC3

⩽ −
(∑

(i)

∆(i)ij
) n∑

j=1

log
∥f(z)∥d

|αj ◦ f(z)|

+MN log ∥f(z)∥+M logC3

⩽ −A log
n∏

j=1

∥f(z)∥d

|αj ◦ f(z)|
+MN log ∥f(z)∥+M logC3,

trong đó A =
∑

(i)∆(i)ij. Điều này kéo theo

log
n∏

j=1

∥f(z)∥d

|αj ◦ f(z)|
⩽

1

A
log

M∏
j=1

∥F (z)∥
|Lj ◦ F (z)|

− M

A
log ∥F (z)∥

+
MN

A
log ∥f(z)∥+ M

A
logC3. (1.9)

Chú ý rằng ta chỉ có một số hữu hạn cách chọn các đa thức {α1, . . . , αn}
trong họ {P1, . . . , Pq} nên ta có một họ hữu hạn các dạng tuyến tính

L1, . . . , LT . Từ (1.9), với mỗi r > 1 ta có∫ 2π

0
max

{i1,...,in}
log

n∏
k=1

∥f(reiθ)∥d

|Pik ◦ f(reiθ)|
dθ

2π
+

∫ 2π

0
max

{i1,...,in}
log

n∏
k=1

∥f(r−1eiθ)∥d

|Pik ◦ f(r−1eiθ)|
dθ

2π

⩽
1

A

(∫ 2π

0
max
K

log
∏
j∈K

∥F (reiθ)∥
|Lj(F )(reiθ)|

dθ

2π

+

∫ 2π

0
max
K

log
∏
j∈K

∥F (r−1eiθ)∥
|Lj(F )(r−1eiθ)|

dθ

2π

)
− M

A

( 1

2π

∫ 2π

0
log ∥F (reiθ)∥dθ + 1

2π

∫ 2π

0
log ∥F (r−1eiθ)∥dθ

)
+
MN

A

( 1

2π

∫ 2π

0
log ∥f(reiθ)∥dθ + 1

2π

∫ 2π

0
log ∥f(r−1eiθ)∥dθ

)
+ C4

=
1

A

(∫ 2π

0
max
K

log
∏
j∈K

∥F (reiθ)∥
|Lj(F )(reiθ)|

dθ

2π
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+

∫ 2π

0
max
K

log
∏
j∈K

∥F (r−1eiθ)∥
|Lj(F )(r−1eiθ)|

dθ

2π

)
− M

A
TF (r)

+
MN

A
Tf(r) + C4,

trong đó maxK được lấy trên tất cả các tập con K của {1, . . . , T} sao cho

các dạng tuyến tính Lj, j ∈ K, độc lập tuyến tính, C4 là một hằng số

độc lập với r. Từ (1.8) và áp dụng Mệnh đề 1.3.4 cho đường cong chỉnh

hình F : ∆→PM−1(C) và các siêu phẳng xác định bởi các dạng tuyến tính

L1, . . . , LT , ta có

q∑
j=1

mf(r,Dj) ⩽− 1

A
NW (r, 0) +

M

A
TF (r) +OF (r)−

M

A
TF (r)

+
MN

A
Tf(r) + C4

=− 1

A
NW (r, 0) +

MN

A
Tf(r) +OF (r) + C4, (1.10)

trong đó W là Wronskian của các hàm F1, . . . , FM . Theo Định lý cơ bản

thứ nhất ta có

TF (r) = dTf(r) +O(1),

điều này kéo theo

OF (r) = Of(r).

Do đó từ (1.10) ta có

(qd− MN

A
)Tf(r) ⩽

q∑
j=1

Nf(r,Dj)−
1

A
NW (r, 0) +Of(r). (1.11)

Bây giờ ta ước lượng
q∑

j=1
Nf(r,Dj) −

1

A
NW (r, 0). Với mỗi z0 ∈ ∆ tùy ý,

khi đó với mỗi j = 1, . . . , q, tồn tại số nguyên βj ⩾ 0 và một hàm phân

hình gj không triệt tiêu trong lân cận U của z0 sao cho

Pj ◦ f = (z − z0)
βjgj,
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trong đó βj = 0 nếu Pj ◦ f không triệt tiêu tại z0.

Không mất tính tổng quát, ta giả thiết rằng Pj ◦ f triệt tiêu tại z0 với

1 ⩽ j ⩽ q1 và Pj ◦ f không triệt tiêu tại z0 với j > q1. Do các siêu mặt

Dj, j = 1, . . . , q, ở vị trí tổng quát nên q1 ⩽ n. Cũng không mất tính tổng

quát ta có thể giả sử βj ⩾M với 1 ⩽ j ⩽ q0 và 1 ⩽ βj < M với q0 < j ⩽ q1

và βj = 0 với q1 < j ⩽ q.

Các đa thức {P1, . . . , Pn} xác định cho ta một cơ sở {ψ1, . . . , ψM} của VN

và các dạng tuyến tính độc lập tuyến tính L1, . . . , LM sao cho ψt◦f = Lt(F ).

Theo tính chất của Wronskian ta có

W = W (F1, . . . , FM) = CW (L1(F ), . . . , LM(F ))

= C

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ1 ◦ f . . . ψM ◦ f
(ψ1 ◦ f)′ . . . (ψM ◦ f)′

... . . . ...

(ψ1 ◦ f)(M−1) . . . (ψM ◦ f)(M−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ta thấy với mỗi (i) = (i1, . . . , in) ∈ S và ψt ∈ {ψ1, . . . , ψM} có biểu diễn

dưới dạng ψt = P i1
1 . . . P in

n Q, trong đó Q ∈ VN−dσ(i) thì

ψt ◦ f = (P1 ◦ f)i1 . . . (Pn ◦ f)in(Q ◦ f),

trong đó (Pj ◦ f)ij(z) = (z − z0)
ij .βjg

ij
j (z), j = 1, . . . , n. Chú ý rằng có ∆(i)

phần tử ψt như vậy trong cơ sở {ψ1, . . . , ψM}. Như vậy W triệt tiêu tại z0

với bậc ít nhất là∑
(i)

( q0∑
j=1

ij(βj −M)

)
∆(i) =

∑
(i)

ij∆(i)

q0∑
j=1

(βj −M) = A

q0∑
j=1

(βj −M)

= A

q∑
j=1

max{0, βj −M}.

Bởi vậy
q∑

j=1

N1,f(r,Dj)−
1

A
N1

(
r,

1

W
) ⩽

q∑
j=1

NM
1,f(r,Dj)



37

và
q∑

j=1

N2,f(r,Dj)−
1

A
N2

(
r,

1

W
) ⩽

q∑
j=1

NM
2,f(r,Dj).

Suy ra

q∑
j=1

Nf(r,Dj)−
1

A
NW (r, 0) ⩽

q∑
j=1

NM
f (r,Dj). (1.12)

Tiếp theo ta ước lượng vế trái của (1.11). Ta biết rằng số các m−bộ các số

nguyên không âm mà tổng ≤ S bằng với số các (m+ 1)−bộ các số nguyên

không âm mà tổng đúng bằng S ∈ Z và bằng
(
S+n
n

)
. Từ Mệnh đề 1.3.3 ta

có

A : =
∑

σ(i)≤N/d

ij∆(i) ⩾
∑

σ(i)≤N/d−n

ij∆(i) =
dn

n+ 1

∑
(i)

n+1∑
j=1

ij

=
dn

n+ 1

∑
(̂i)

(N/d− n) =
dn

n+ 1

(
N/d− n

n

)

=
N(N − d) . . . (N − nd)

d(n+ 1)!
,

trong đó
∑

(̂i)
được lấy trên tất cả các bộ (n + 1) số nguyên không âm với

tổng chính xác bằng N/d− n. Hơn nữa

M = dimVN =

(
N + n

n

)
=

(N + 1)(N + 2) . . . (N + n)

n!
,

suy ra
MN

A
⩽ d(n+ 1)

n∏
j=1

N + j

N − (n− j + 1)d
.

Dễ dàng kiểm tra

N + 1

N − nd
⩾

N + 2

N − (n− 1)d
⩾ · · · ⩾ N + n

N − d
.
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Điều này kéo theo

MN

A
⩽ d(n+ 1)

(
N + 1

N − nd

)n

= d(n+ 1)

(
1 +

1 + nd

N − nd

)n

= d(n+ 1)

(
1 +

n∑
k=1

(
n

k

)(
1 + nd

N − nd

)k)
.

Nếu ta đặt

N = d([(n+ 1)2(2n − 1)ε−1] + n+ 1),

thì N chia hết cho d và

MN

A
⩽ d(n+ 1)

(
1 +

n∑
k=1

(
n

k

)
1 + nd

N − nd

)

= d(n+ 1)

(
1 + (2n − 1)

1 + nd

N − nd

)
⩽ d(n+ 1 + ε).

Do đó

(qd− MN

A
)Tf(r) ⩾ d(q − n− 1− ε)Tf(r). (1.13)

Kết hợp các công thức (1.11), (1.13) và (1.12) với nhau, ta có

|| d(q − n− 1− ε)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

NM
f (r,Dj) +Of(r). (1.14)

Bây giờ ta ước lượng M , ta có

M = dimVN =

(
N + n

n

)
=

(N + 1)(N + 2) . . . (N + n)

n!
⩽ (N + 1)n

⩽ (d([(n+ 1)2(2n − 1)ε−1] + n+ 1) + 1)n

⩽ (d[(n+ 1)22n)ε−1] + 1)n.

Do đó nếu

α ⩾ (d[(n+ 1)22n)ε−1] + 1)n
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thì α ⩾ M nên NM
f (r,Dj) ⩽ Nα

f (r,Dj) với mọi j = 1, 2, . . . , q. Do đó, từ

(1.14) ta có

|| d(q − n− 1− ε)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nα
f (r,Dj) +Of(r). (1.15)

Từ bất đẳng thức này ta suy ra bất đẳng thức cần chứng minh.

Bây giờ ta xem xét trường hợp P1, P2, . . . , Pq là có bậc không giống nhau.

Với mọi j ∈ {1, . . . , q}, ta đặt Qj = P
d/dj
j , trong đó d là bội nhỏ nhất của

d1, d2, . . . , dq. Khi đó Q1, . . . , Qq có cùng bậc d. Từ (1.15) ta có

|| d(q − n− 1− ε)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nα
f (r,Qj) +Of(r). (1.16)

Chú ý rằng nếu z ∈ C là không điểm của Pj ◦ f với bội β thì z là không

điểm của P
d/dj
j ◦ f với bội β

d

dj
. Điều này kéo theo rằng

Nα
f (r, P

d/dj
j ) = Nα

1,f(r, P
d/dj
j ) +Nα

2,f(r, P
d/dj
j )

⩽
d

dj
Nα

1,f(r, Pj) +
d

dj
Nα

2,f(r, Pj)

=
d

dj
Nα

f (r, Pj).

Do đó từ (1.15) ta có

(q − (n+ 1)− ε)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

d−1Nα
f (r, P

d/dj
j ) +Of(r)

⩽
q∑

j=1

d−1
j Nα

f (r,Qj) +Of(r).

Định lý được chứng minh.
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Kết luận Chương 1

Trong Chương 1, Luận án đã thu được các kết quả chính sau:

- Giới thiệu một số khái niệm về hàm đếm, hàm xấp xỉ, hàm đặc trưng

của đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên kết hợp với các siêu mặt.

Hàm đặc trưng là khái niệm quen thuộc đã được xây dựng trước, hàm đếm,

hàm xấp xỉ kết hợp với các siêu mặt được chúng tôi xây dựng dựa trên

những khái niệm quen thuộc trong Lý thuyết Nevanlinna-Cartan.

- Phát biểu và chứng minh Định lý 1.2.3 về một dạng Định lý cơ bản thứ

nhất; phát biểu và chứng minh Định lý 1.3.6 về một dạng Định lý cơ bản

thứ hai cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên trong trường hợp

siêu mặt.
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Chương 2

Vấn đề duy nhất cho đường cong

chỉnh hình trên hình vành khuyên

2.1. Một số kiến thức chuẩn bị

2.1.1. Hàm đếm có trọng

Trong chương này chúng tôi nghiên cứu vấn đề duy nhất cho đường cong

chỉnh hình trên một hình vành khuyên. Để trình bày các kết quả chính,

trong phần này chúng tôi giới thiệu một số khái niệm cơ bản và kết quả sử

dụng trong chứng minh.

Cho U là một miền trong C, f(z) là một hàm phân hình trên U và z0 là

một điểm thuộc U. Với M,k là các số nguyên dương, ta kí hiệu

νf(z0,⩽ k) =

{
νf(z0) nếu νf(z0) ⩽ k,

0 trong các trường còn lại;

νMf (z0,⩽ k) =

{
νMf (z0) nếu νMf (z0) ⩽ k,

0 trong các trường còn lại;

νf(z0, > k) =

{
νf(z0) nếu νf(z0) > k,

0 trong các trường còn lại;

νMf (z0, > k) =

{
νMf (z0) nếu νMf (z0) > k,

0 trong các trường còn lại.

Cho f = (f0 : · · · : fn) : ∆→Pn(C) là một đường cong chỉnh hình, trong

đó f0, . . . , fn là các hàm chỉnh hình không có không điểm chung trong ∆.
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Cho D là một siêu mặt bậc d trong Pn(C), xác định bởi đa thức thuần nhất

Q. ChoM,k là các số nguyên dương, với 1 < r < R, kí hiệu n1,f(r,D,⩽ k),

n2,f(r,D,⩽ k) lần lượt là số các không điểm có bội không vượt quá k của

Q(f) trong ∆1,r và ∆2,r kể cả bội, nM1,f(r,D,⩽ k), nM2,f(r,D,⩽ k) lần lượt

là số các không điểm có bội không vượt quá k của Q(f) trong ∆1,r và ∆2,r

bội cắt cụt bởi M , tức là

n1,f(r,D,⩽ k) =
∑
z∈∆1

νQ(f)(z,⩽ k),

n2,f(r,D,⩽ k) =
∑
z∈∆2

νQ(f)(z,⩽ k),

nM1,f(r,D,⩽ k) =
∑
z∈∆1

νMQ(f)(z,⩽ k),

nM2,f(r,D,⩽ k) =
∑
z∈∆2

νMQ(f)(z,⩽ k).

Ta kí hiệu

N1,f(r,D,⩽ k) = N1,f(r,Q,⩽ k) =

∫ 1

1/r

n1,f(r,D,⩽ k)

t
dt;

N2,f(r,D,⩽ k) = N2,f(r,Q,⩽ k) =

∫ r

1

n2,f(r,D,⩽ k)

t
dt;

NM
1,f(r,D,⩽ k) = NM

1,f(r,Q,⩽ k) =

∫ 1

1/r

nM1,f(r,D,⩽ k)

t
dt;

NM
2,f(r,D,⩽ k) = NM

2,f(r,Q,⩽ k) =

∫ r

1

nM2,f(r,D,⩽ k)

t
dt.

Các hàm đếm được định nghĩa bởi

Nf(r,D,⩽ k) = Nf(r,Q,⩽ k) = N1,f(r,D,⩽ k) +N2,f(r,D,⩽ k),

NM
f (r,D,⩽ k) = NM

f (r,Q,⩽ k) = NM
1,f(r,D,⩽ k) +NM

2,f(r,D,⩽ k).

Tương tự ta kí hiệu n1,f(r,D,> k), n2,f(r,D,> k) lần lượt là số các

không điểm có bội không nhỏ hơn k + 1 của Q(f) trong ∆1,r và ∆2,r kể

cả bội, nM1,f(r,D,> k), nM2,f(r,D,> k) lần lượt là số các không điểm có bội

không nhỏ hơn k+1 của Q(f) trong ∆1,r và ∆2,r bội cắt cụt bởi M , tức là
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n1,f(r,D,> k) =
∑
z∈∆1

νQ(f)(z,> k),

n2,f(r,D,> k) =
∑
z∈∆2

νQ(f)(z,> k),

nM1,f(r,D,> k) =
∑
z∈∆1

νMQ(f)(z,> k),

nM2,f(r,D,> k) =
∑
z∈∆2

νMQ(f)(z,> k).

Ta kí hiệu

N1,f(r,D,> k) = N1,f(r,Q,> k) =

∫ 1

1/r

n1,f(r,D,> k)

t
dt;

N2,f(r,D,> k) = N2,f(r,Q,> k) =

∫ r

1

n2,f(r,D,> k)

t
dt;

NM
1,f(r,D,> k) = NM

1,f(r,Q,> k) =

∫ 1

1/r

nM1,f(r,D,> k)

t
dt;

NM
2,f(r,D,> k) = NM

2,f(r,Q,> k) =

∫ r

1

nM2,f(r,D,> k)

t
dt.

Các hàm đếm được định nghĩa bởi

Nf(r,D,> k) = Nf(r,Q,> k) = N1,f(r,D,> k) +N2,f(r,D,> k),

NM
f (r,D,> k) = NM

f (r,Q,> k) = NM
1,f(r,D,> k) +NM

2,f(r,D,> k).

Từ định nghĩa các hàm đếm chúng ta dễ dàng suy ra được một số quan

hệ giữa các loại hàm đếm: kể cả bội, bội cắt cụt, hàm đếm chỉ tính tại các

bội không vượt qua k hay không nhỏ hơn k + 1 trong mệnh đề sau đây:

Mệnh đề 2.1.1. Cho f = (f0 : · · · : fn) : ∆ −→ Pn(C) là một đường cong

chỉnh hình, trong đó f0, . . . , fn là các hàm chỉnh hình không có không điểm

chung trong ∆ và D là một siêu phẳng trong Pn(C) sao cho f(C) ̸⊂ D. Khi

đó với mỗi số thực dương r > 0, với các số nguyên dương k,M ta có
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1) Nf(r,D) = Nf,⩽k(r,D) +Nf,>k(r,D);

2) NM
f (r,D) = NM

f,⩽k(r,D) +NM
f,>k(r,D);

3) NM
f (r,D) ⩽ Nf(r,D);

4) N 1
f (r,D) ⩽ NM

f (r,D) ⩽MN 1
f (r,D);

5) N 1
f,⩽k(r,D) ⩽ NM

f,⩽k(r,D) ⩽MN 1
f,⩽k(r,D);

6) N 1
f,>k(r,D) ⩽ NM

f,>k(r,D) ⩽MN 1
f,>k(r,D).

2.1.2. Hai định lý cơ bản với mục tiêu là siêu phẳng

Trong phần này chúng tôi nhắc lại hai định lý cơ bản thứ nhất và thứ hai

được chứng minh bởi H. T. Phương và N. V. Thìn vào năm 2015, cần thiết

cho việc chứng minh các kết quả chính của chúng tôi.

Mệnh đề 2.1.2 ([38]). Cho f : ∆→Pn(C) là một đường cong chỉnh hình

và H là một siêu phẳng trong Pn(C) sao cho ảnh của f không chứa trong

siêu phẳng H. Khi đó với mỗi 1 < r < R, ta có

Tf(r) = mf(r,H) +Nf(r,H) +O(1),

trong đó O(1) là một đại lượng giới nội không phụ thuộc vào r.

Mệnh đề 2.1.3 ([38]). Cho f : ∆→Pn(C) là một đường cong chỉnh hình

không suy biến tuyến tính và H1, . . . , Hq là một họ các siêu phẳng ở vị trí

tổng quát trong Pn(C). Khi đó ta có

|| (q − n− 1)Tf(r) ⩽
q∑

j=1

Nn
f (r,Hj) +Of(r),

trong đó

Of(r) =

O(log r + log Tf(r)) nếu R0 = +∞

O(log
1

R0 − r
+ log Tf(r)) nếu R0 < +∞.
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2.2. Hai định lý duy nhất cho đường cong chỉnh hình

Trong phần này chúng tôi phát biểu và chứng minh hai kết quả về các

điều kiện đại số liên quan đến các siêu mặt ở vị trí tổng quát đối với phép

nhúng Veronese để hai đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên là

trùng nhau.

2.2.1. Trường hợp không xét nghịch ảnh của từng siêu mặt

Gọi D là một siêu mặt bậc d trong Pn(C) và Q là đa thức thuần nhất

bậc d, với các hệ số lấy trong C, xác định D. Khi đó Q biểu diễn được dưới

dạng:

Q(z0, . . . , zn) =
nd∑
k=0

akz
ik0
0 . . . ziknn ,

trong đó nd =
(
n+d
n

)
− 1 và ik0 + · · · + ikn = d, ak ∈ C với k = 1, . . . , nd.

Ta gọi a = (a0, . . . , and
) là vectơ liên kết với siêu mặt D (hoặc Q).

Tiếp theo ta nhắc lại khái niệm họ các siêu mặt ở vị trí tổng quát đối

với phép nhúng Veronese. Cho D = {D1, . . . , Dq} là một họ các siêu mặt

cố định, trong đó Dj được xác định bởi đa thức thuần nhất Qj trong

C[z0, . . . , zn] bậc dj, với mỗi j = 1, . . . , q. Gọi mD là bội chung nhỏ nhất

của các bậc d1, . . . dq, kí hiệu

nD =

(
n+mD

n

)
− 1.

Với mỗi j = 1, . . . , q, ta đặt Q∗
j = Q

mD/dj
j và gọi a∗j là vectơ liên kết với

đa thức Q∗
j . Họ D các siêu mặt cố định được gọi là ở vị trí tổng quát đối

với phép nhúng Veronese nếu q > nD và với mỗi họ tùy ý thì các chỉ số

i1, . . . , inD+1 ∈ {1, . . . , q}, các vectơ a∗i1, . . . , a
∗
inD+1

là độc lập tuyến tính.

Cho đường cong chỉnh hình f : ∆→Pn(C), với một siêu mặt D bậc d

trong Pn(C) xác định bởi đa thức thuần nhất Q, ta kí hiệu
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Ef(D) := {z ∈ ∆ | Q ◦ f(z) = 0 không kể bội};

Ef(D) := {(z,m) ∈ ∆× N | Q ◦ f(z) = 0 và νQ(f)(z) = m ⩾ 1}.

Với một họ các siêu mặt D = {D1, . . . , Dq} trong Pn(C), ta định nghĩa

Ef(D) :=
⋃

Dj∈D
Ef(Dj) và Ef(D) :=

⋃
Dj∈D

Ef(Dj).

Với các khái niệm và kí hiệu như trên, năm 2021 chúng tôi đã chứng

minh một dạng định lý duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình vành

khuyên với mục tiêu là các siêu mặt như sau:

Định lý 2.2.1 ([39]). Cho f và g là hai đường cong chỉnh hình không suy

biến đại số từ ∆ vào Pn(C) sao cho Of(r) = o(Tf(r)) và Og(r) = o(Tg(r)).

Cho D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm q > nD + 1 + 2n2D/mD các siêu

mặt ở vị trí tổng quát đối với phép nhúng Veronese trong Pn(C). Giả sử

f(z) = g(z) với mọi z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D). Khi đó f ≡ g.

Chứng minh. Ta chứng minh bằng phản chứng. Giả sử f ̸≡ g. Gọi k là

số nguyên dương đủ lớn, ta sẽ chọn sau, trước hết ta chứng minh với mỗi

r, 1 < r < R :

(q(k + 1− nD)−(nD + 1)(k + 1))Tf(r)

⩽
n2Dk

mD
(Tf(r) + Tg(r)) + (k + 1)Of(r), (2.1)

trong đó Of(r) xác định như trong Định lý 2.1.3.

Thật vậy, giả sử f = (f0, . . . , fn) là biểu diễn tối giản của f . Gọi Qj là đa

thức thuần nhất bậc dj trong C[z0, . . . , zn] xác định Dj với mỗi j = 1, . . . , q.

Với mỗi j = 1, . . . , q, đặt

Q∗
j = Q

mD/dj
j ,

khi đó các đa thức Q∗
1, . . . , Q

∗
q có cùng bậc mD vì mD là bội số chung nhỏ

nhất của d1, . . . , dq.
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Kí hiệu (z0 : · · · : zn) là hệ tọa độ thuần nhất trong Pn(C) và {I0, . . . , InD}
là tập hợp tất cả các (n + 1)−bộ số tự nhiên sao cho σ(Ij) = mD, j =

0, . . . , nD đã được sắp xếp theo trật tự từ điển, tức là Ii < Ij với mọi

i < j ∈ {0, . . . nD}. Với mỗi z = (z0 : · · · : zn) ∈ Pn(C), ta kí hiệu

zI = zi00 . . . , z
in
n ,

trong đó I = (i0, . . . , in) ∈ {I0, . . . , InD}.
Kí hiệu

ϱmD : Pn(C)→PnD(C)

là phép nhúng Veronese bậc mD, tức là nếu kí hiệu (w0 : · · · : wnD) là hệ

tọa độ thuần nhất trong PnD(C) thì ϱmD được xác định như sau

ϱmD(z) = (w0(z) : · · · : wmD(z)),

trong đó wj(z) = zIj , Ij ∈ {I0, . . . , InD} với mỗi j = 0, . . . , nD.

Ta đặt

F = (F0 : · · · : FnD) = ϱmD ◦ f,

dễ thấy Fj = f Ij , j = 0, . . . , nD. Khi đó F là đường cong chỉnh hình từ ∆

vào PnD(C) và F = (F0, . . . , FnD) là một biểu diễn tối giản của F . Từ giả

thiết rằng f là không suy biến đại số ta suy ra F không suy biến tuyến tính.

Với mỗi đa thức Dj ∈ {D1, . . . , Dq}, kí hiệu aj = (aj0, . . . , ajnD) là vectơ

liên kết với Q∗
j . Với mỗi j = 1, . . . , q, kí hiệu

Lj = aj0w0 + · · ·+ ajnDwnD ,

khi đó Lj là một dạng tuyến tính trong PnD(C). Gọi Hj là siêu phẳng trong

PnD(C) xác định bởi dạng tuyến tính Lj và ta nói rằng siêu phẳng Hj liên

kết với siêu mặtDj. Theo giả thiết họ {D1, . . . , Dq} ở vị trí tổng quát đối với

phép nhúng Veronese trong Pn(C), ta suy ra họ các siêu phẳng {H1, . . . , Hq}
ở vị trí tổng quát trong PnD(C). Áp dụng Mệnh đề 2.1.3 cho ánh xạ chỉnh

hình F : ∆→PnD(C) và họ các siêu phẳng Hj ở vị trí tổng quát ta có
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∥ (q − nD − 1)TF (r) ⩽
q∑

j=1

NnD
F (r,Hj) +OF (r). (2.2)

Bây giờ ta ước lượng Bất đẳng thức (2.2). Theo định nghĩa đường cong

F , với mỗi j = 1, . . . , q,

Hj ◦ F = aj.F :=
nD∑
k=0

ajk.Fk = Q∗
j ◦ f.

Suy ra

Nf(r,Q
∗
j) = NF (r,Hj); NnD

f (r,Q∗
j) = NnD

F (r,Hj). (2.3)

Hơn nữa, từ định nghĩa đường cong F , ta có

mf(r,Q
∗
j) =

1

2π

∫ 2π

0
log

∥f(reiθ)∥mD

|Q∗
j ◦ f(reiθ)|

dθ +
1

2π

∫ 2π

0
log

∥f(r−1eiθ)∥mD

|Q∗
j ◦ f(r−1eiθ)|

dθ

=
1

2π

∫ 2π

0
log

∥F (reiθ)∥
|Hj ◦ F (reiθ)|

dθ (2.4)

+
1

2π

∫ 2π

0
log

∥F (r−1eiθ)∥
|Hj ◦ F (r−1eiθ)|

dθ +O(1)

= mF (r,Hj) +O(1). (2.5)

Kết hợp (2.3) và Định lý 2.1.2 và (2.5) ta có

TF (r) = NF (r,Hj) +mF (r,Hj) +O(1)

= Nf(r,Q
∗
j) +mf(r,Q

∗
j) +O(1). (2.6)

Từ Mệnh đề 1.1.8, ta có

Nf(r,Q
∗
j) +mf(r,Q

∗
j)

=
1

2π

∫ 2π

0
log

∥f(reiθ)∥mD

|Q∗
j ◦ f(reiθ)|

dθ +
1

2π

∫ 2π

0
log

∥f(r−1eiθ)∥mD

|Q∗
j ◦ f(r−1eiθ)|

dθ

+
1

2π

∫ 2π

0
log |Q∗

j ◦ f(reiθ)|dθ

+
1

2π

∫ 2π

0
log |Q∗

j ◦ f(r−1eiθ)|dθ +O(1)
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= mD

(
1

2π

∫ 2π

0
log ∥f(reiθ)∥dθ + 1

2π

∫ 2π

0
log ∥f(r−1eiθ)∥dθ

)
+O(1)

= mDTf(r) +O(1). (2.7)

Như vậy, từ (2.6) ta có

TF (r) = mDTf(r) +O(1). (2.8)

Điều này kéo theo

OF (r) = Of(r). (2.9)

Kết hợp (2.2), (2.3), (2.8) và (2.9), ta có

∥ (q − nD − 1)Tf(r) ⩽
1

mD

q∑
j=1

NnD
f (r,Q∗

j) +Of(r). (2.10)

Bây giờ ta ước lượng vế phải của (2.10). Với mỗi j ∈ {1, . . . , q}, từ Mệnh

đề 2.1.1 và (2.7) ta có

NnD
f (r,Q∗

j) = NnD
f (r,Q∗

j ⩽ k) +NnD
f (r,Q∗

j , > k)

=
k

k + 1
NnD

f (r,Q∗
j ,⩽ k) +

k

k + 1
NnD

f (r,Q∗
j ,⩽ k)

+NnD
f (r,Q∗

j , > k)

⩽
k

k + 1
NnD

f (r,Q∗
j ,⩽ k) +

nD
k + 1

N 1
f (r,Q

∗
j ,⩽ k)

+ nDN
1
f (r,Q

∗
j , > k)

⩽
k

k + 1
NnD

f (r,Q∗
j ,⩽ k) +

nD
k + 1

Nf(r,Q
∗
j ,⩽ k)

+
nD
k + 1

Nf(r,Q
∗
j , > k)

⩽
k

k + 1
NnD

f (r,Q∗
j ,⩽ k) +

nD
k + 1

Nf(r,Q
∗
j)

⩽
k

k + 1
NnD

f (r,Q∗
j ,⩽ k) +

nDmD

k + 1
Tf(r) +O(1),

Lấy tổng trên tập các chỉ số j = 1, 2, . . . , q, ta có
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1

mD

q∑
j=1

NnD
f (r,Q∗

j) ⩽
k

(k + 1)mD

q∑
j=1

NnD
f (r,Q∗

j ,⩽ k)

+
qnD
k + 1

Tf(r) +O(1). (2.11)

Áp dụng (2.11) vào (2.10), ta có

(q − nD − 1)Tf(r) ⩽
k

mD(k + 1)

q∑
j=1

NnD
f (r,Q∗

j ,⩽ k)

+
qnD
k + 1

Tf(r) +Of(r).

Tương đương với(
q − qnD

k + 1
− nD − 1

)
Tf(r) ⩽

k

mD(k + 1)

q∑
j=1

NnD
f (r,Q∗

j ,⩽ k) +Of(r).

Suy ra

(q(k + 1− nD)−(nD + 1)(k + 1))Tf(r)

⩽
k

mD

q∑
j=1

NnD
f (r,Q∗

j ,⩽ k) + (k + 1)Of(r)

⩽
nDk

mD

q∑
j=1

N 1
f (r,Q

∗
j ,⩽ k) + (k + 1)Of(r). (2.12)

Do f ̸≡ g nên tồn tại hai chỉ số α, β ∈ {0, . . . , n}, α ̸= β sao cho

fαgβ ̸≡ fβgα. Giả sử z0 ∈ ∆ là không điểm của Q∗
j(f) với bội nhỏ hơn

hay bằng k, khi đó z0 là không điểm của Qj(f) vì Q∗
j = Q

mD/dj
j , suy ra

z0 ∈ Ef(D) ∪ Eg(D). Từ giả thiết ta có g(z0) = f(z0), kéo theo

fα(z0)

fβ(z0)
=
gα(z0)

gβ(z0)
.

Do đó

fα(z0)gβ(z0) = fβ(z0)gα(z0)

vì fα, gα, fβ, gβ là các hàm chỉnh hình. Điều này kéo theo z0 là không điểm

của hàm fαgβ−fβgα. Chú ý rằng họ D ở vị trí tổng quát đối với phép nhúng
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Veronese nên tồn tại không quá nD siêu mặt Dj trong họ D sao cho

Dj ◦ f(z0) = Q(f)(z0) = 0.

Điều này kéo theo

q∑
j=1

N 1
f (r,Q

∗
j ,⩽ k) ⩽ nDN0

(
r,

1

fαgβ − fβgα

)
. (2.13)

Đặt H = fαgβ − fβgα, khi đó H là hàm chỉnh hình, từ Mệnh đề 1.1.8 ta có

N0(r,
1

H
) =

1

2π

∫ 2π

0
log |H(reiθ)|dθ + 1

2π

∫ 2π

0
log |H(r−1eiθ)|dθ +O(1).

Ngoài ra, với mỗi z ∈ ∆ ta có

log |H(z)| = log |(fαgβ − fβgα)(z)|

⩽ logmax{|fα(z)gβ(z)|, |fβ(z)gα(z)|}+ log 2

= max{log |fα(z)gβ(z)|, log |fβ(z)gα(z)|}+ log 2

= max{log |fα(z)|+ log |gβ(z)|, log |fβ(z)|+ log |gα(z)|}

+ log 2

⩽ max{log |fα(z)|, log |fβ(z)|}+max{log |gα(z)|, log |gβ(z)|}

+ log 2

= logmax{|fα(z)|, |fβ(z)|}+ logmax{|gα(z), |gβ(z)|}+ log 2

⩽ log ∥f(z)∥+ log ∥g(z)∥+ log 2.

Do đó

1

2π

∫ 2π

0
log |H(reiθ)|dθ + 1

2π

∫ 2π

0
log |H(r−1eiθ)|dθ

⩽
1

2π

∫ 2π

0
log ∥f(reiθ)∥dθ + 1

2π

∫ 2π

0
log ∥f(r−1eiθ)∥dθ

+
1

2π

∫ 2π

0
log ∥g(reiθ)∥dθ + 1

2π

∫ 2π

0
log ∥g(r−1eiθ)∥dθ +O(1).

= Tf(r) + Tg(r) +O(1).
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Từ đó, (2.13) trở thành

q∑
j=1

N 1
f (r,Q

∗
j ,⩽ k) ⩽ nD(Tf(r) + Tg(r)) +O(1).

Do đó (2.12) trở thành

(q(k + 1− nD)−(nD + 1)(k + 1))Tf(r)

⩽
n2Dk

mD
(Tf(r) + Tg(r)) + (k + 1)Of(r).

Như vậy (2.1) được chứng minh. Tương tự cho ánh xạ g ta có

(q(k + 1− nD)−(nD + 1)(k + 1))Tg(r)

⩽
n2Dk

mD
(Tf(r) + Tg(r)) + (k + 1)Og(r). (2.14)

Kết hợp (2.1) và (2.14), ta có

(q(k + 1− nD)−(nD + 1)(k + 1))(Tf(r) + Tg(r))

⩽
2n2Dk

mD
(Tf(r) + Tg(r)) + (k + 1)(Of(r) +Og(r)).

Điều này kéo theo

q(k + 1− nD)− (nD + 1)(k + 1)− 2n2Dk

mD

⩽
Of(r) +Og(r)

Tf(r) + Tg(r)
(k + 1) (2.15)

đúng với mọi số 1 < r < R. Từ giả thiết Of(r) và Og(r), ta có

lim sup
r→R

Of(r) +Og(r)

Tf(r) + Tg(r)
= 0.

Cho r→R trong (2.15) ta được

q(k + 1− nD)− (nD + 1)(k + 1)− 2n2Dk

mD
⩽ 0.

Điều này tương đương với

k(qmD − (nD + 1)mD − 2n2D) + (q − qnD − (nD + 1))mD ⩽ 0.
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Nếu ta chọn

k >
(qnD − q + nD + 1)mD

qmD − (nD + 1)mD − 2n2D
,

thì từ giả thiết q > nD +1+
2n2D
mD

ta có mẫu thuẫn. Như vậy figj ≡ fjgi với

mỗi i ̸= j ∈ {0, . . . , n}, tức là f ≡ g. Điều này kéo theo kết luận của Định

lý 2.2.1.

2.2.2. Trường hợp có xem xét điều kiện nghịch ảnh của từng siêu

mặt

Định lý 2.2.2 ([39]). Cho f và g là hai đường cong chỉnh hình không suy

biến đại số từ ∆ vào Pn(C) sao cho Of(r) = o(Tf(r)) và Og(r) = o(Tg(r)).

Cho D = {D1, . . . , Dq} là một họ gồm q > nD + 1+ 2nD/mD các siêu mặt

ở vị trí tổng quát đối với phép nhúng Veronese trong Pn(C). Giả sử

(a) f(z) = g(z) với mọi z ∈ Ef(D) ∪ Eg(D),

(b) Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅ và Eg(Di) ∩ Eg(Dj) = ∅ với mọi i ̸= j ∈
{1, . . . , q}.
Khi đó f ≡ g.

Chứng minh. Ta cũng chứng minh Định lý 2.2.2 bằng phản chứng. Giả sử

f ̸≡ g. Gọi k là một số nguyên dương đủ lớn ta sẽ chọn sau. Với các giả

thiết trong Định lý 2.2.2 và chứng minh tương tự như Định lý 2.2.1, với mỗi

số thực r : 1 < r < R ta có

(q(k + 1− nD)−(nD + 1)(k + 1))Tf(r)

⩽
nDk

mD

q∑
j=1

N 1
f (r,Q

∗
j ,⩽ k) + (k + 1)Of(r), (2.16)

đúng với mỗi j = 1, 2, . . . , q, trong đó Q∗
j = Q

mD/dj
j .

Vì f ̸≡ g nên tồn tại hai số α, β ∈ {0, . . . , n}, α ̸= β sao cho

fαgβ ̸≡ fβgα.
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Ta biết rằng, nếu z0 ∈ ∆ là không điểm của Q∗
j(f) với bội nhỏ hơn hoặc

bằng k, thì z0 là không điểm của hàm fαgβ − fβgα. Từ giả thiết

Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅

với mỗi cặp i ̸= j ∈ {1, . . . , q}, ta suy ra nếu z0 là không điểm của Q∗
j(f)

thì z0 sẽ không là không điểm của Q∗
i (f) với mọi i ∈ {1, . . . , q}, i ̸= j. Do

đó
q∑

j=1

N 1
f (r,Q

∗
j ,⩽ k) ⩽ N

(
r,

1

fαgβ − fβgα

)
⩽ Tf(r) + Tg(r) +O(1).

Như vậy Bất đẳng thức (2.16) trở thành

(q(k + 1− nD)−(nD + 1)(k + 1))Tf(r)

⩽
nDk

mD
(Tf(r) + Tg(r)) + (k + 1)Of(r). (2.17)

Tương tự với ánh xạ g ta có

(q(k + 1− nD)−(nD + 1)(k + 1))Tg(r)

⩽
nDk

mD
(Tf(r) + Tg(r)) + (k + 1)Og(r). (2.18)

Kết hợp (2.17) và (2.18), ta có

(q(k + 1− nD)−(nD + 1)(k + 1))(Tf(r) + Tg(r))

⩽
2nDk

mD
(Tf(r) + Tg(r)) + (k + 1)(Of(r) +Og(r)).

Kéo theo

qmD(k + 1− nD)−mD(nD + 1)(k + 1)− 2nDk

⩽
Of(r) +Og(r)

Tf(r) + Tg(r)
(k + 1)mD

đúng với mọi số thực 1 < r < R. Cho r→R, ta có

k(qmD − (nD + 1)mD − 2nD) + (q − qnD − (nD + 1))mD ⩽ 0.

Nếu ta chọn

k >
(qnD − q + nD + 1)mD

qmD − (nD + 1)mD − 2nD
,
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thì từ giả thiết q > nD +1+
2nD
mD

ta có mẫu thuẫn. Như vậy figj ≡ fjgi với

mọi i ̸= j ∈ {0, . . . , n}, tức là f ≡ g. Định lý 2.2.2 được chứng minh.

Nhận xét. 1. Trong Định lý 2.2.2, số siêu mặt tối thiểu thỏa mãn giả

thiết là

nD + 1 + 2nD/mD.

Chú ý rằng khi họ các siêu mặt là các siêu phẳng thì vị trí tổng quát đối với

phép nhúng Veronese chính là ở vị trí tổng quát thông thường trong Pn(C).

Trong trường hợp này nD = n và mD = 1 nên q = 3n+2, trùng với số siêu

phẳng cần thiết trong kết quả của Fujimoto.

2. Ta biết rằng, một hàm phân hình h trên hình vành khuyên là siêu việt

khi lim sup
r→∞

T0(r, h)

log r
= ∞ khi R = ∞ và lim sup

r→R

T0(r, h)

− log(R− r)
= ∞ khi

R < ∞. Do đó, đối với một đường cong chỉnh hình f = (f0 : · · · : fn) thì
chỉ cần một hàm fj là siêu việt thì Of(r) = o(Tf(r)).
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Kết luận Chương 2

Trong Chương 2, luận án đã thu được các kết quả chính sau :

- Giới thiệu một số khái niệm cơ bản cần thiết sử dụng đến trong chứng

minh vấn đề duy nhất của đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên:

hàm đếm bổ sung, các định lý cơ bản cho đường cong chỉnh hình trên hình

vành khuyên với mục tiêu là các siêu phẳng.

- Phát biểu và chứng minh hai định lý: Định lý 2.2.1 và Định lý 2.2.2 về

vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên trong

các trường hợp siêu mặt ở vị trí tổng quát đối với phép nhúng Veronese. Hai

kết quả này cho chúng ta các điều kiện đủ để hai đường cong chỉnh hình

không suy biến đại số trên một hình vành khuyên là đồng nhất.
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Chương 3

Vấn đề duy nhất cho hàm nguyên

liên quan đến giả thuyết Brück

3.1. Kiến thức bổ trợ

Trong phần này chúng tôi nhắc lại một số khái niệm và kí hiệu trong Lý

thuyết Nevanlinna cho đa thức vi phân và họ chuẩn tắc các hàm phân hình

trên C, cần thiết trong các chứng minh kết quả của chúng tôi.

3.1.1. Phân bố giá trị cho đa thức vi phân

Cho hàm phân hình khác hằng g(z) trên mặt phẳng phức C và p đạo

hàm đầu tiên của nó. Một đa thức vi phân P của g được định nghĩa bởi

P (z) :=
n∑

i=1

αi(z)

p∏
j=0

(g(j)(z))Sij ,

trong đó Sij, 0 ⩽ i, j ⩽ n, là các số nguyên không âm và αi(z), 1 ⩽ i ⩽ n

là các hàm phân hình nhỏ đối với g. Đặt

d(P ) := min
1⩽i⩽n

p∑
j=0

Sij và θ(P ) := max
1⩽i⩽n

p∑
j=0

jSij.

Năm 2002, J. Hinchliffe ([21]) đã chứng minh kết quả sau, cho một đánh

giá giữa các hàm Nevanlinna của hàm phân hình và hàm đếm của đa thức

vi phân.
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Mệnh đề 3.1.1 ([21]). Cho g là một hàm phân hình siêu việt và a ̸= 0

là một hằng số phức, gọi P là một đa thức vi phân khác hằng của g với

d(P ) ⩾ 2. Khi đó

T (r, g) ⩽
θ(P ) + 1

d(P )− 1
N(r,

1

g
) +

1

d(P )− 1
N(r,

1

P − a
)

+ o(T (r, g)),

đối với mọi r ∈ [1,+∞) nằm ngoài một tập có độ đo Lebesgues hữu hạn.

Khi f là một hàm nguyên siêu việt, bất đẳng thức trên trở thành

T (r, g) ⩽
θ(P ) + 1

d(P )
N(r,

1

g
) +

1

d(P )
N(r,

1

P − a
) + o(T (r, g)),

đối với mọi r ∈ [1,+∞) nằm ngoài một tập có độ đo Lebesgues hữu hạn.

Cho f là một hàm phân hình trên mặt phẳng phức C, ta nhắc lại bậc

σ(f) của hàm phân hình f định nghĩa bởi

σ(f) = lim sup
r→∞

log T (r, f)

log r
.

Và siêu bậc của f được định nghĩa bởi

σ2(f) = lim sup
r→∞

log log T (r, f)

log r
.

Trường hợp đặc biệt, nếu f là một hàm nguyên, biểu diễn được dưới dạng

chuỗi lũy thừa

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n,

thì ta kí hiệu

µ(r, f) = max
n∈N,|z|=r

{|anzn|},

ν(r, f) = sup{n : |an|rn = µ(r, f)},

M(r, f) = max
|z|=r

|f(z)|.

Trong trường hợp này bậc của f có thể biểu diễn được dưới dạng

σ(f) = lim sup
r→∞

log log(M(r, f))

log r
.
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Mệnh đề 3.1.2 ([29]). Nếu f là một hàm nguyên với bậc σ(f), khi đó

σ(f) = lim sup
r→∞

log ν(r, f)

log r
.

Mệnh đề 3.1.3 ([29]). Cho f là một hàm nguyên siêu việt, δ là một số

thực thỏa mãn 0 < δ <
1

4
. Cho z là một số phức thỏa mãn |z| = r và

|f(z)| > M(r, f)ν(r, f)
−
1

4
+δ
.

Khi đó tồn tại một tập F ⊂ R+ có độ đo logarit hữu hạn, tức là
∫
F

dt
t < +∞,

sao cho
f (m)(z)

f(z)
=

(
ν(r, f)

z

)m

(1 + o(1))

đúng với mọi m ⩾ 1 và r ̸∈ F.

Lấy E0(z) = 1 − z, Em(z) = (1 − z)ez+z2/2+···+zm/m,m ∈ Z+, khi đó ta

có kết quả sau được gọi là định lý biểu diễn Weierstrass.

Mệnh đề 3.1.4 ([29]). Cho f là một hàm nguyên, với bội không điểm tại

z = 0 là m ⩾ 0. Ta gọi các không điểm khác của f là a1, a2, . . . , mỗi không

điểm được lặp lại số lần bằng bội của nó. Khi đó f có biểu diễn

f(z) = eg(z)zm
∞∏
n=1

Emn

( z
an

)
,

với g là một hàm nguyên và mn là các số tự nhiên. Hơn nữa, nếu f có bậc

ρ hữu hạn thì g là một đa thức với bậc không vượt quá ρ.

3.1.2. Họ chuẩn tắc các hàm phân hình

Kí hiệu S là mặt cầu Riemann và

π : Ĉ = C∪{∞}→S

là phép chiếu cầu.

Định nghĩa 3.1.5. Cho z1, z2 ∈ Ĉ, kí hiệu và M1 = π(z1),M2 = π(z2) là

hai điểm trên mặt cầu S tương ứng lần lượt với các điểm z1, z2. Độ dài của
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đoạn thẳng M1M2 được gọi là khoảng cách cầu giữa hai điểm z1, z2 và kí

hiệu là ρS(z1, z2).

Hiển nhiên, nếu z1 ≡ z2 thì ρS(z1, z2) = 0. Hơn nữa ta dễ dàng tính toán

được khoảng cách cầu giữa các điểm z1 ̸= z2 trong mặt phẳng phức mở rộng

như sau:

• Nếu z1, z2 ∈ C thì ρS(z1, z2) =
|z1 − z2|

(1 + |z1|2)
1
2 (1 + |z2|2)

1
2

;

• Nếu z1 ∈ C, z2 = ∞ thì ρS(z1, z2) =
1

(1 + |z1|2)
1
2

.

Định nghĩa 3.1.6. Một dãy các điểm {zn, n = 1, 2, . . . } của Ĉ được gọi là

hội tụ đối với khoảng cách cầu (hay còn gọi là hội tụ cầu) nếu với mỗi số

ε > 0, tồn tại một số nguyên dương N sao cho, với mọi n ≥ N,m ≥ N , ta

có:

ρS(zn, zm) < ε. (3.1)

Bổ đề 3.1.7. Nếu một dãy các điểm {zn, n = 1, 2, . . . } của Ĉ hội tụ đối

với khoảng cách cầu thì tồn tại một điểm duy nhất z∗ ∈ Ĉ sao cho:

lim
r→∞

ρS(zn, z
∗) = 0. (3.2)

Phần tử z∗ trong bổ đề trên được gọi là giới hạn của dãy {zn} đối với

khoảng cách cầu hay còn gọi là giới hạn cầu của dãy {zn}.

Định nghĩa 3.1.8. Cho S = {fn(z), n = 1, 2, . . . } là một dãy các hàm

phân hình xác định trong miền D và E một tập con của D. Dãy S được

gọi là hội tụ đều trên E đối với khoảng cách cầu (hay còn gọi là hội tụ cầu

đều), nếu với mỗi số dương ε, tồn tại một số nguyên dương N sao cho với

mọi n ≥ N,m ≥ N ta có:

ρS(fn(z), fm(z)) < ε (3.3)

với mọi z ∈ E.
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Giả sử {fn(z), n = 1, 2, . . . } hội tụ cầu đều trên E. Khi đó với mỗi điểm

z0 ∈ E, dãy {fn(z0), n = 1, 2, . . . } là hội tụ cầu và theo Bổ đề 3.1.7 nó có

duy nhất một giới hạn cầu trong E, ta kí hiệu là w0. Do đó ta thiết lập

được một hàm f xác định trên E: f(z0) = w0 với mỗi z0 ∈ E. Hàm f xác

định như vậy được gọi là hàm giới hạn của dãy hàm {fn(z), n = 1, 2, . . . }
đối với khoảng cách cầu.

Giả sử {fn(z), n = 1, 2, . . . } hội tụ cầu đều trên E và f là hàm giới hạn

của dãy hàm {fn(z), n = 1, 2, . . . } đối với khoảng cách cầu. Với một số

dương ε, từ giả thiết {fn(z), n = 1, 2, . . . } hội tụ cầu đều trên E suy ra tồn

tại một số nguyên dương N sao cho khi n ≥ N,m ≥ N ta có

ρS(fn(z), fm(z)) <
ε

2
,

với mọi z ∈ E. Do đó khi n ≥ N,m ≥ N và z ∈ E, ta có:

ρS(fn(z), f(z)) ⩽ ρS(fn(z), fm(z)) + ρS(fm(z), f(z))

<
ε

2
+ ρS(fm(z), f(z)).

Cho m→∞, ta nhận được

ρS(fn(z), f(z)) ⩽
ε

2
< ε,

với mọi z ∈ E, với mọi n ⩾ N . Khi đó ta nói rằng dãy hàm fn(z) hội tụ

đều đối với khoảng cách cầu (hay hội tụ cầu đều) đến hàm f(z) trên E khi

n→+∞.

Bổ đề 3.1.9. Nếu f(z) là một hàm phân hình trong miền D thì f(z) liên

tục trong D đối với khoảng cách cầu. Tức là, với mỗi điểm z0 ∈ D ta luôn

có:

lim
z→ z0

ρS(f(z), f(z0)) = 0. (3.4)

Định nghĩa 3.1.10. Cho S = {fn(z), n = 1, 2, . . . } là một dãy các hàm

phân hình xác định trong một miền D. Một điểm z0 ∈ D được gọi là C0-

điểm của dãy S nếu tồn tại một hình tròn U = {|z− z0| < r} ⊂ D sao cho
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dãy S là hội tụ đều trong U đối với khoảng cách cầu. Dãy S được gọi là

C0-dãy trong D, nếu mỗi điểm của D đều là một C0-điểm của S.

Giả sử dãy S hội tụ cầu đều trong hình tròn U = {|z − z0| < r}, khi
đó dãy S có hàm giới hạn f(z) xác định trong U đối với khoảng cách cầu

và khi n→+∞ thì fn(z) hội tụ đều đến f(z) trong U đối với khoảng cách

cầu.

Mệnh đề 3.1.11. Cho S = {fn(z), n = 1, 2, . . . } là C0-dãy các hàm phân

hình trong một miền D. Khi đó hàm giới hạn f(z) của dãy S đối với khoảng

cách cầu là một hàm phân hình trong D hoặc ∞.

Định nghĩa 3.1.12. Cho D ⊂ C là một miền và F là một họ các hàm phân

hình trên D. Họ F được gọi là họ chuẩn tắc trên D nếu mọi dãy {fn} ⊂ F
luôn tồn tại một dãy con của {fn} hội tụ cầu đều trên mọi tập con compact

của D.

Ví dụ. Kí hiệu U = {z ∈ C : |z| < 1}. Cho fn(z) =
n

z
, n = 1, 2, 3, ..., trên

U . Khi đó fn là hàm phân hình và {fn} hội tụ cầu đều địa phương tới ∞
trong U.

Định nghĩa 3.1.13. Cho F là họ các hàm phân hình trong một miền D

và z0 là một điểm của D. Ta nói rằng họ F là chuẩn tắc tại z0, nếu tồn tại

một hình tròn U = {|z− z0| < r} ⊂ D sao cho họ F là chuẩn tắc trên hình

tròn U .

Từ định nghĩa ta dễ dàng suy ra nếu F chuẩn tắc trên D thì F chuẩn

tắc mỗi điểm của D. Chiều ngược lại ta có kết quả sau:

Mệnh đề 3.1.14. Cho F là họ các hàm phân hình trong một miền D. Nếu

họ F chuẩn tắc tại mỗi điểm của D thì F chuẩn tắc trên D.

Định nghĩa 3.1.15. Cho F là họ các hàm phân hình trong một miền D.

Ta nói rằng F là bị chặn đều địa phương trong D, nếu cho mỗi z0 của D,
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tồn tại một hình tròn U = {|z− z0| < r} nằm trong D và một số dương M

sao cho với mỗi f ∈ F

|f(z)| ≤M, (3.5)

đúng với mọi z ∈ U .

Mệnh đề 3.1.16. Cho F là họ các hàm phân hình trong một miền D. Nếu

F bị chặn đều địa phương trong D, khi đó F chuẩn tắc trong D.

Cho F là một họ các hàm phân hình trên miền D ⊂ C, với mỗi f ∈ F ,

đạo hàm cầu của hàm f được định nghĩa bởi:

f#(z) =
|f ′(z)|

1 + |f(z)|2
.

Định lý 3.1.17 (Định lý Marty). Một họ F các hàm phân hình trên một

miền D ⊂ C là chuẩn tắc trên miền D khi và chỉ khi tập các đạo hàm cầu

{f#(z), f ∈ F}

bị chặn đều trên mỗi tập con compact của D.

Mệnh đề 3.1.18 (Bổ đề Zalcman, [53]). Cho F là một họ các hàm phân

hình trên đĩa mở △ = {z ∈ C : |z| < 1}. Khi đó nếu F không chuẩn tắc

tại một điểm z0 ∈ △, thì với mỗi số thực α thỏa mãn −1 < α < 1, tồn tại

1) một số thực r, 0 < r < 1 và một dãy điểm zn, |zn| < r, zn → z0,

2) dãy các số dương ρn, ρn → 0+,

3) dãy các hàm fn, fn ∈ F thỏa mãn dãy hàm gn(ξ) =
fn(zn + ρnξ)

ραn
hội

tụ cầu đều về hàm g(ξ) trên các tập con compact của C, trong đó g(ξ) là

một hàm phân hình khác hằng và g#(ξ) ⩽ g#(0) = 1. Hơn nữa, bậc của g

không lớn hơn 2.

Mệnh đề 3.1.19 ([9]). Cho g là một hàm nguyên và M là một hằng số

dương. Nếu g#(ξ) ⩽M đối với mọi ξ ∈ C, thì g có bậc cao nhất là 1.
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Chú ý. Trong Mệnh đề 3.1.18, nếu F là một họ các hàm chỉnh hình, thì g

là một hàm chỉnh hình dựa trên định lý Hurwitz. Do đó, bậc của g không

lớn hơn 1 theo Mệnh đề 3.1.19.

3.2. Vấn đề duy nhất

Trong phần này chúng tôi sẽ phát biểu và chứng minh một định lý về vấn

đề duy nhất cho các hàm nguyên liên quan đến giả thuyết Brück. Kỹ thuật

chứng minh kết quả này dựa trên một kết quả về tiêu chuẩn chuẩn tắc của

họ các hàm phân hình phức được chúng tôi phát biểu và chứng minh trong

phần đầu tiên của mục này.

3.2.1. Tiêu chuẩn chuẩn tắc của họ các hàm phân hình

Để chứng minh kết quả của chúng tôi về tiêu chuẩn chuẩn tắc của họ

các hàm phân hình phức, trước hết chúng tôi chứng minh một số bổ đề cần

thiết sau đây:

Mệnh đề 3.2.1 ([47]). Cho f là một hàm phân hình siêu việt và a là một

hằng số phức. Gọi n ∈ N, k, nj, tj ∈ N∗, j = 1, . . . , k thỏa mãn

n+
k∑

j=1

nj ⩾
k∑

j=1

tj + 3.

Khi đó phương trình

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a

có vô số nghiệm. Hơn nữa, nếu f là một hàm nguyên siêu việt, khẳng định

đúng khi n+
k∑

j=1
nj ⩾

k∑
j=1

tj + 2.

Chứng minh. Đặt

P (f) = fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk).

Ta thấy

(fnj)(tj) =
∑

cm0,m1,...,mtj
fm0(f ′)m1 . . . (f (tj))mtj ,
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trong đó cm0,m1,...,mtj
là các hằng số, m0,m1, . . . ,mtj là các hằng số không

âm thỏa mãn m0+ · · ·+mtj = nj và
∑tj

j=1 jmj = tj. Do đó ta dễ dàng tính

toán được

d(P ) = n+
k∑

j=1

nj và θ(P ) =
k∑

j=1

tj.

Sử dụng Mệnh đề 3.1.1 với f và P (f), ta có

T (r, f) ⩽

k∑
j=1

tj + 1

n+
k∑

j=1
nj − 1

N(r,
1

f
) +

1

n+
k∑

j=1
nj − 1

N(r,
1

P − a
)

+ o(T (r, f)).

Vì n+
k∑

j=1
nj ⩾

k∑
j=1

tj + 3, ta thu được phương trình

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a

có vô số nghiệm. Hơn nữa, nếu f là một hàm nguyên siêu việt, ta có

T (r, f) ⩽

k∑
j=1

tj + 1

n+
k∑

j=1
nj

N(r,
1

f
) +

1

n+
k∑

j=1
nj

N(r,
1

P − a
)

+ o(T (r, f)).

Do đó điều kiện n+
k∑

j=1
nj ⩾

k∑
j=1

tj + 2 kéo theo

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a

có vô số nghiệm.

Mệnh đề 3.2.2 ([47]). Cho f là một hàm hữu tỷ khác hằng và a là một

hằng số phức khác không. Cho n ∈ N, k, nj, tj ∈ N∗, j = 1, . . . , k thỏa mãn

nj ⩾ tj, n+
k∑

j=1

nj ⩾
k∑

j=1

tj + 2, j = 1, . . . , k.
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Khi đó phương trình

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a

có ít nhất hai không điểm phân biệt.

Chứng minh. Ta xét hai trường hợp sau:

Trường hợp 1. f là một đa thức. Giả sử f là một đa thức bậc m ⩾ 1, khi

đó

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk)

cũng là một đa thức có bậc là

m

(
n+

k∑
j=1

nj

)
−

k∑
j=1

tj ⩾ n+
k∑

j=1

nj −
k∑

j=1

tj ⩾ 2.

Do đó, nếu

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) − a

có một không điểm duy nhất là z0, thì

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) − a = A(z − z0)
l,

trong đó l ⩾ 2 và A là một hằng số khác không, suy ra

(fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk))′ = Al(z − z0)
l−1.

Điều này kéo theo z0 là không điểm duy nhất của

(fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk))′.

Vì f là đa thức nên f có không điểm. Giả sử z∗ là một không điểm bội

m ⩾ 1 của f , khi đó z∗ là không điểm bội

m

(
n+

k∑
j=1

nj

)
−

k∑
j=1

tj ⩾ 2

của fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) và do đó nó là một không điểm của

(fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk))′.
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Như đã nói ở trên, (fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk))′ có không điểm duy nhất là z0

nên z0 phải là không điểm của f . Ta thấy rằng

0 = fn(z0)(f
n1)(t1)(z0) . . . (f

nk)(tk)(z0) = a ̸= 0.

Đó là mâu thuẫn. Kéo theo

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a

có ít nhất hai không điểm phân biệt.

Trường hợp 2. f là một hàm hữu tỷ và không phải là đa thức. Ta xem

xét hai trường hợp có thể xảy ra

Trường hợp 2.1. f có không điểm. Khi đó f có thể biểu diễn được dưới dạng

f = A

s∏
i=1

(z − αi)
mi

t∏
l=1

(z − βl)dl
, (3.1)

trong đó A ̸= 0, mi ⩾ 1, i = 1, . . . , s và dl ⩾ 1, l = 1, . . . , t. Đặt

M = m1 + · · ·+ms ⩾ s, N = d1 + · · ·+ dt ⩾ t.

Khi đó, với mỗi j = 1, 2, . . . , k, ta có

fnj = Anj

s∏
i=1

(z − αi)
njmi

t∏
l=1

(z − βl)njdl

, j = 1, . . . , k. (3.2)

Điều này kéo theo

(fnj)(tj) = Anj

s∏
i=1

(z − αi)
njmi−tj

t∏
l=1

(z − βl)njdl+tj

gj(z), (3.3)

trong đó gj là một đa thức với

deg gj(z) ⩽ tj(s+ t− 1), j = 1, . . . , k.
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Kết hợp (3.1), (3.2) và (3.3), ta có

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) =

s∏
i=1

(z − αi)
(n+

k∑
j=1

nj)mi−
k∑

j=1
tj

t∏
l=1

(z − βl)
(n+

k∑
j=1

nj)dl+
k∑

j=1
tj

g(z) =
P (z)

Q(z)
, (3.4)

trong đó

g(z) = A
n+

k∑
j=1

nj
k∏

v=1

gv(z)

với

deg g(z) ⩽ (s+ t− 1)
k∑

j=1

tj.

Giả sử rằng

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a

có một không điểm duy nhất z0. Khi đó z0 ̸= αi với mọi i = 1, . . . , s. Thực

vậy, nếu z0 = αi với i ∈ {1, . . . , s}, khi đó

0 = fn(z0)(f
n1)(t1)(z0) . . . (f

nk)(tk)(z0) = a ̸= 0.

Đây là điều mâu thuẫn. Từ (3.4) ta có

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a+
B(z − z0)

l

t∏
l=1

(z − βl)
(n+

k∑
j=1

nj)dl+
k∑

j=1
tj

, (3.5)

trong đó B là một hằng số khác 0. Điều đó kéo theo

(fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk))′ =
(z − z0)

l−1G1(z)

t∏
l=1

(z − βl)
(n+

k∑
j=1

nj)dl+
k∑

j=1
tj+1

, (3.6)

trong đó

G1(z) = B(l − (n+
k∑

j=1

nj)N − t
k∑

j=1

tj)z
t + b1z

t−1 + · · ·+ bt.
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Cũng từ (3.4) ta có

(fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk))′ =

s∏
i=1

(z − αi)
(n+

k∑
j=1

nj)mi+
k∑

j=1
tj−1

G2(z)

t∏
l=1

(z − β1)
(n+

k∑
j=1

nj)dl+
k∑

j=1
tj+1

. (3.7)

Dễ kiểm tra được

s+ t− 1 ⩽ degG2(z) ⩽ (
k∑

j=1

tj + 1)(s+ t− 1).

a) Nếu l ̸= (n+
k∑

j=1
nj)N + t

k∑
j=1

tj, khi đó degP (z) ⩾ degQ(z). Từ (3.4),

ta có

s∑
i=1

(
(n+

k∑
j=1

nj)mi −
k∑

j=1

tj

)
+ deg g ⩾

t∑
l=1

(
(n+

k∑
j=1

nj)dl +
k∑

j=1

tj

)
.

Ta chú ý rằng

deg g(z) ⩽ (
k∑

j=1

tj)(s+ t− 1).

Điều này kéo theo

M ⩾ N +

k∑
j=1

tj

n+
k∑

j=1
nj

,

do đó M > N. Vì z0 ̸= αi với mọi i = 1, . . . , s nên ta có

s∑
i=1

(
(n+

k∑
j=1

nj)mi −
k∑

j=1

tj − 1

)
⩽ degG1 = t.

Kéo theo

(n+
k∑

j=1

nj)M ⩽ (1 +
k∑

j=1

tj)s+ t < (
k∑

j=1

tj + 2)M. (3.8)

Ta chú ý rằng n+
k∑

j=1
nj ⩾

k∑
j=1

tj + 2, như vậy (3.8) cho ta mâu thuẫn.
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b) Nếu l = (n+
k∑

j=1
nj)N + (

k∑
j=1

tj)t.

Nếu M > N , lập luận giống như Trường hợp 1 ta cũng có mâu thuẫn.

Nếu M ⩽ N . Vì

l − 1 ⩽ degG2 ⩽ (
k∑

j=1

tj + 1)(s+ t− 1),

nên

(n+
k∑

j=1

tj)N = l − (
k∑

j=1

tj)t ⩽ degG2 + 1− (
k∑

j=1

tj)t

< (1 +
k∑

j=1

tj)s+ t ⩽ (
k∑

j=1

tj + 2)N. (3.9)

Từ điều kiện n+
k∑

j=1
nj ⩾

k∑
j=1

tj + 2 và (3.9), ta có mâu thuẫn.

Trường hợp 2.2. f không có không điểm. Khi đó f được biểu diễn dưới dạng

f =
A

t∏
l=1

(z − βl)dl
, dl ⩾ 1, l = 1, . . . , t. (3.10)

Như thế, với mỗi j = 1, 2, . . . , k ta có

(fnj)(tj) =
Anj

t∏
l=1

(z − βl)njdl+tj

gj(z), (3.11)

trong đó gj là một đa thức với deg gj(z) ⩽ tj(t− 1). Điều này kéo theo

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) =
g(z)

t∏
l=1

(z − βl)
(n+

k∑
j=1

nj)dl+
k∑

j=1
tj

=
g(z)

Q(z)
, (3.12)

trong đó g(z) = A
n+

k∑
j=1

nj k∏
v=1

gv(z) với deg g(z) ⩽ (
k∑

j=1
tj)(t − 1). Ta thấy

rằng

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) − a =
g(z)− aQ(z)

Q(z)
. (3.13)
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Do N = d1 + · · ·+ dt ⩾ t ta có

degQ ⩾ (n+
k∑

j=1

nj +
k∑

j=1

tj)t > deg g,

điều này kéo theo g(z) − aQ(z) = 0 là một đa thức bậc lớn hơn 1 nên có

có ít nhất một không điểm và không trùng với không điểm của Q(z). Kéo

theo fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a có ít nhất một nghiệm. Ta giả sử rằng

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a

có một không điểm duy nhất z0, khi đó

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a+
B(z − z0)

l

t∏
l=1

(z − βl)
(n+

k∑
j=1

nj)dl+
k∑

j=1
tj

, (3.14)

trong đó B là một hằng số khác không. Điều này kéo theo

(fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk))′ =
(z − z0)

l−1G1(z)

t∏
l=1

(z − βl)
(n+

k∑
j=1

nj)dl+
k∑

j=1
tj+1

, (3.15)

trong đó

G1(z) = B(l − (n+
k∑

j=1

nj)N − (
k∑

j=1

tj)t)z
t + b1z

t−1 + · · ·+ bt.

Từ (3.12), ta có

(fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk))′ =
G2(z)

t∏
l=1

(z − β1)
(n+

k∑
j=1

nj)dl+
k∑

j=1
tj+1

. (3.16)

Dễ dàng kiểm tra được

t− 1 ⩽ degG2(z) ⩽ (
k∑

j=1

tj + 1)(t− 1).

Ta xem xét hai trường hợp có thể xảy ra
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a) Nếu l ̸= (n +
k∑

j=1
nj)N + (

k∑
j=1

tj)t, khi đó deg g(z) ⩾ degQ(z). Từ

(3.12), ta có

deg g ⩾
t∑

j=1

((n+
k∑

j=1

nj)dj +
k∑

j=1

tj) = (n+
k∑

j=1

nj)N + (
k∑

j=1

tj)t.

Chú ý rằng deg g(z) ⩽ (
k∑

j=1
tj)(t− 1). Đó là điều mâu thuẫn.

b) Nếu l = (n+
k∑

j=1
nj)N + (

k∑
j=1

tj)t. Từ

l − 1 ⩽ degG2 ⩽ (
k∑

j=1

tj + 1)(t− 1),

ta có

(n+
k∑

j=1

nj)N = l − (
k∑

j=1

tj)t ⩽ degG2 + 1− (
k∑

j=1

tj)t

= t−
k∑

j=1

tj. (3.17)

Từ điều kiện n+
k∑

j=1
nj ⩾

k∑
j=1

tj + 2 và t ⩽ N, ta có

(
k∑

j=1

tj + 2)N +
k∑

j=1

tj ⩽ N.

Đây là điều mâu thuẫn. Như vậy ta thu được

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a

có ít nhất hai không điểm phân biệt. Mệnh đề được chứng minh trong các

trường hợp.

Cho f và g là hai hàm phân hình và a và b là hai số phức phân biệt. Ta

nhắc lại, nếu g − b = 0 mỗi khi f − a = 0 thì ta viết f = a ⇒ g = b.

Nếu f = a ⇒ g = b và g = b ⇒ f = a thì ta viết f = a ⇔ g = b. Nếu
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f − a và g − b có chung không điểm và cực điểm kể cả bội thì ta kí hiệu

f − a ⇌ g − b. Sử dụng khái niệm này chúng tôi đã chứng minh kết quả

sau về tiêu chuẩn chuẩn tắc của một họ các hàm phân hình.

Định lý 3.2.3 ([47]). Cho F là một họ các hàm phân hình trên miền

D ⊂ C. Cho a và b là hai số phức thỏa mãn b ̸= 0, gọi n ∈ N, nj, tj, k ∈ N∗,

(j = 1, 2, . . . , k) thỏa mãn

nj ⩾ tj, n+
k∑

j=1

nj ⩾
k∑

j=1

tj + 3 (3.18)

và

fn+n1+···+nk = a⇔ fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = b (3.19)

đối với f ∈ F . Khi đó F là một họ chuẩn tắc. Ngoài ra, nếu F là một họ

các hàm chỉnh hình thì khẳng định đúng khi (3.18) được thay thế bởi một

trong các điều kiện sau:

k = 1, n = 0, n1 ⩾ t1 + 1; (3.20)

n ⩾ 1 hoặc k ⩾ 2, nj ⩾ tj, n+
k∑

j=1

nj ⩾
k∑

j=1

tj + 2. (3.21)

Chứng minh. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả thiết rằng D là đĩa

đơn vị. Giả sử rằng F không chuẩn tắc tại z0 ∈ D. Sử dụng Mệnh đề 3.1.18

với α =
k∑

j=1
tj/
(
n+

k∑
j=1

nj), ta suy ra tồn tại một dãy điểm

zv : |zv| < r, v = 1, 2, . . . ,∞, zv → z0,

tồn tại dãy số dương

ρv, v = 1, 2, . . . ,∞, ρv → 0+

và dãy các hàm fv, fv ∈ F , v = 1, 2, . . . ,∞ sao cho hàm

gv(ξ) =
fv(zv + ρvξ)

ραv
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hội tụ cầu đều đến hàm g(ξ) trên các tập con compact của C, trong đó g(ξ)

là một hàm phân hình khác hằng. Từ cách xác định hàm gv ta có

fnv (zv + ρvξ)(f
n1
v )(t1)(zv + ρvξ) . . . (f

nk
v )(tk)(zv + ρvξ)− b

= gnv (ξ)(g
n1
v (ξ))(t1) . . . (gnk

v (ξ))(tk) − b.

Điều này kéo theo

fnv (zv + ρvξ)(f
n1
v )(t1)(zv + ρvξ) . . . (f

nk
v )(tk)(zv + ρvξ)− b

→ gn(ξ)(gn1(ξ))(t1) . . . (gnk(ξ))(tk) − b (3.22)

đều (với khoảng cách cầu) trên mỗi tập con compact của C \{cực điểm của g}.
Ta xét hai trường hợp:

Trường hợp 1. a ̸= 0. Lấy M là một hằng số dương sao cho

M ⩽ |a|

(
1

n+n1+···+nk

)
.

Với mỗi f ∈ F , ta kí hiệu Ef bởi

Ef =
{
z ∈ D : fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = b

}
.

Khi đó |f(z)| ⩾M với mỗi f ∈ F và z ∈ Ef .

Bây giờ ta chứng minh phương trình

gn(ξ)(gn1(ξ))(t1) . . . (gnk(ξ))(tk) = b (3.23)

có ít nhất một không điểm là ξ0. Thực vậy, ta xét hai trường hợp con:

Trường hợp con 1.1. g là một hàm phân hình.

Nếu g là hàm phân hình siêu việt, ta thấy rằng phương trình (3.23) có

vô số nghiệm theo Mệnh đề 3.2.1. Nếu g là hàm hữu tỷ, phương trình (3.23)

có ít nhất một không điểm theo Mệnh đề 3.2.2.

Trường hợp con 1.2. g là một hàm nguyên. Ta xét hai khả năng

a) g là hàm nguyên siêu việt:

Nếu n = 0 và k = 1 thì với n1 = t1+1 (xem [20]) hoặc n1 ⩾ t1+2 (theo

Mệnh đề 3.2.1), hàm (gn1)t1 − b có vô số không điểm.
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Nếu n ⩾ 1 hoặc k ⩾ 2, nj ⩾ tj, n+
k∑

j=1
nj ⩾

k∑
j=1

tj+2, theo Mệnh đề 3.2.1,

phương trình (3.23) có vô số không điểm.

b) g là đa thức. Do k, n, nj, tj thỏa mãn giả thiết của Định lý 3.2.3 kéo

theo gn(ξ)(gn1(ξ))(t1) . . . (gnk(ξ))(tk) − b là đa thức bậc ít nhất 1, suy ra

phương trình (3.23) có ít nhất một nghiệm.

Như vậy, trong mọi trường hợp Phương trình (3.23) luôn có nghiệm, tức

là luôn tồn tại ξ0 ∈ C thỏa mãn

gn(ξ0)(g
n1)(t1)(ξ0) . . . (g

nk)(tk)(ξ0) = b. (3.24)

Ta thấy rằng g(ξ0) ̸= 0,∞, nên gv(ξ) hội tụ đều đến g(ξ) trong một lân cận

của ξ0. Từ (3.22) và định lý Hurwitz, tồn tại một dãy ξv → ξ0 thỏa mãn

fnv (zv + ρvξv)(f
n1
v )(t1)(zv + ρvξv) . . . (f

nk
v )(tk)(zv + ρvξv) = b

với mỗi số v đủ lớn. Hiển nhiên ζv = zv + ρvξv ∈ Efv . Điều đó kéo theo

|gv(ξv)| =
|fv(ζv)|
ραv

⩾
M

ραv
. (3.25)

Do ξ0 không phải là cực điểm của g, nên g(ξ) bị chặn trong một lân cận

ξ0. Tuy nhiên, cho v → ∞ trong (3.25), ta có mâu thuẫn với việc hàm g(ξ)

bị chặn trong một lân cận ξ0.

Trường hợp 2. a = 0. Với mỗi f ∈ F, nếu tồn tại z0 ∈ D sao cho f(z0) = 0.

Giả sử z0 là không điểm bội m ⩾ 1 của f , khi đó z0 là không điểm bội

m

(
n+

k∑
j=1

nj

)
−

k∑
j=1

tj ⩾ 2

của fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk), do đó

fn(z0)(f
n1)(t1)(z0) . . . (f

nk)(tk)(z0) = 0,

mẫu thuẫn với giả thiết vì b ̸= 0.

Như vậy với mọi f ∈ F ta luôn có f(z) ̸= 0 với mọi z ∈ D. Hơn nữa, nếu

fn(z0)(f
n1)(t1)(z0) . . . (f

nk)(tk)(z0) = b,
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với z0 ∈ D thì từ giả thiết ta suy ra f(z0)
n+n1+···+nk = 0, do đó f(z0) = 0,

kéo theo b = 0. Đó chính là mâu thuẫn.

Như thế f ̸= 0 và fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) ̸= b với mọi f ∈ F . Theo
định lý Hurwitz, ta có g ̸= 0, gn(gn1)(t1) . . . (gnk)(tk) ̸= b hoặc

gn(gn1)(t1) . . . (gnk)(tk) ≡ b.

Nếu gn(gn1)(t1) . . . (gnk)(tk) ≡ b. Theo Mệnh đề 3.1.19, bậc của g cao nhất

là 1. Do đó ta có g(z) = eP (z) theo Mệnh đề 3.1.4, trong đó P là một đa

thức với bậc cao nhất là 1. Như vậy g(ξ) = ecξ+d, trong đó c là một hằng

số khác không. Điều này kéo theo

gn(ξ)(gn1(ξ))(t1) . . . (gnk(ξ))(tk) = (n1c)
t1 . . . (nkc)

tke
(n+

k∑
j=1

nj)cξ+(n+
k∑

j=1
nj)d

≡ b.

Đây chính là điều mâu thuẫn. Như vậy

gn(gn1)(t1) . . . (gnk)(tk) ̸= b. (3.26)

Ta xét hai trường hợp con như sau:

Trường hợp con 2.1. g là hàm phân hình. Từ điều kiện

nj ⩾ tj, n+
k∑

j=1

nj ⩾
k∑

j=1

tj + 3,

ta thấy gn(gn1)(t1) . . . (gnk)(tk)− b có một không điểm theo Mệnh đề 3.2.1 và

Mệnh đề 3.2.2. Điều này mâu thuẫn với (3.26).

Trường hợp con 2.2. Nếu g là một hàm nguyên siêu việt (chú ý rằng g ̸= 0).

Thứ nhất, n = 0, k = 1, n1 = t1 + 1 (xem [20]) và n1 ⩾ t1 + 2 (theo Mệnh

đề 3.2.1 và Mệnh đề 3.2.2), thì (gn1)t1 − b có một không điểm. Thứ hai,

n ⩾ 1 or k ⩾ 2, nj ⩾ tj, n+
k∑

j=1
nj ⩾

k∑
j=1

tj +2, theo Mệnh đề 3.2.1, ta thấy

rằng gn(gn1)(t1) . . . (gnk)(tk)− b có một không điểm. Điều nay mâu thuẫn với

(3.26). Nếu g là một đa thức, thì từ k, n, nj, tj thỏa mãn giả thiết của Định

lý 3.2.3, ta có gn(gn1)(t1) . . . (gnk)(tk)−b có không điểm. Điều này mâu thuẫn

với (3.26). Như vậy Định lý 3.2.3 được chứng minh.
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3.2.2. Định lý duy nhất

Như đã nói trong phần mở đầu, năm 1996 Brück ([2]) đã đặt ra giả thuyết:

cho f là một hàm nguyên thỏa mãn σ2(f) không là một số nguyên hay ∞.

Nếu f và f ′ chung nhau một giá trị hữu hạn a ∈ C kể cả bội thì

f ′ − a

f − a
= c, (3.27)

trong đó c là một hằng số nào đó. Giả thuyết này đã được Brück chứng

minh năm 1996 cho trường hợp a = 0 (xem [2]), về sau đã hút được sự quan

tâm của nhiều tác giả và có nhiều công trình được công bố.

Với một hàm phân hình f , kí hiệu

M [f ] := fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) và F = fn+n1+···+nk,

trong đó n, n1, ..., nk, t1, ..., tk là các số nguyên dương.

Định lý sau đây của chúng tôi là một kết quả về vấn đề duy nhất cho các

hàm phân hình liên quan đến giả thuyết Brück khi thay thế f bởi F và f ′

bởi M [f ]. Kỹ thuật chứng minh của định lý dựa vào tiêu chuẩn chuẩn tắc

của họ các hàm phân hình đã được chúng tôi chứng minh trong Mục 3.2.1.

Định lý 3.2.4 ([47]). Cho n ∈ N và k, ni, ti ∈ N∗, i = 1, . . . , k thỏa mãn

một trong các điều kiện sau:

1) k = 1, n = 0, n1 ⩾ t1 + 1;

2) n ⩾ 1 hoặc k ⩾ 2, nj ⩾ tj, n+
k∑

j=1

nj ⩾
k∑

j=1

tj + 2.

Cho a và b là hai giá trị hữu hạn khác 0 và f là một hàm nguyên khác hằng.

Nếu F = a⇌M [f ] = b thì

M [f ]− b

F − a
= c,

trong đó c là một hằng số. Đặc biệt, nếu a = b thì f = c1e
tz, trong đó c1 và

t là các hằng số khác 0 và t thỏa mãn điều kiện (tn1)
t1 . . . (tnk)

tk = 1.
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Chứng minh. Đặt

F = {gω(z) = f(z + ω), ω ∈ C}, z ∈ D = ∆,

trong đó ∆ là một đĩa đơn vị. Sử dụng Định lý 3.2.3, ta có họ hàm F là

chuẩn tắc trên D. Theo định lý Marty, tồn tại một hằng số M > 0 thỏa

mãn

f#(ω) =
|f ′(ω)|

1 + |f(ω)|2
=

|g′ω(0)|
1 + |gω(0)|2

⩽M,

với mọi ω ∈ C. Theo Mệnh đề 3.1.19, bậc của f cao nhất là 1. Từ điều kiện

fn+n1+···+nk = a⇌ fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = b,

ta suy ra f là hàm nguyên siêu việt và

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) − b

fn+n1+···+nk − a
= eα(z). (3.28)

Từ (3.28), ta có

T (r, eα(z)) = O(T (r, f)).

Do đó σ(eα) ⩽ σ(f) ⩽ 1. Điều đó kéo theo α(z) là đa thức và deg(α) ⩽ 1.

Do f là một hàm nguyên siêu việt nên M(r, f) → ∞ khi r → ∞. Đặt

M(rn, f) = |f(zn)|,

trong đó zn = rne
iθn, θn ∈ [0, 2π), |zn| = rn. Ta thấy rằng

lim
rn→∞

1

|f(zn)|
= lim

rn→∞

1

M(rn, f)
= 0. (3.29)

Theo Mệnh đề 3.1.3, tồn tại một tập hợp F ⊂ R+ có độ đo logarit hữu hạn

thỏa mãn

f (m)(z)

f(z)
=

(
ν(r, f)

z

)m

(1 + o(1)) (3.30)

đúng với mọi m ⩾ 1 và r ̸∈ F. Tính toán đơn giản ta có

(fn)(k) =
∑

cm0,m1,...,mk
fm0(f ′)m1 . . . (f (k))mk, (3.31)
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trong đó cm0,m1,...,mk
là các hằng số vàm0,m1, . . . ,mk là các số nguyên không

âm thỏa mãn m0 +m1 + · · ·+mk = n,
k∑

j=1
jmj = k.

Từ (3.31), ta có

(fn)(k)

fn
=
∑

cm0,m1,...,mk

fm0

fm0

(f ′)m1

fm1
. . .

(f (k))mk

fmk
.

Điều này kéo theo

(fn)(k)(zj)

fn(zj)
=
∑

cm0,m1,...,mk

(f ′)m1(zj)

fm1(zj)
. . .

(f (k))mk(zj)

fmk(zj)
(3.32)

=
∑

cm0,m1,...,mk

(
ν(rj, f)

zj

)m1+···+mk

(1 + o(1)).

Từ (3.28), ta có

(fn1)(t1)...(fnk )(tk)

fn1 ...fnk
− b

fn+n1+···+nk

1− a
fn+n1+···+nk

= eα(z). (3.33)

Áp dụng (3.32) vào (3.33), sử dụng (3.30) và Mệnh đề 3.1.2, ta có

|α(zn)| = | log eα(zn)|

=
∣∣∣ log (fn1)(t1)(zn)...(f

nk )(tk)(zn)
fn1(zn)...f

nk (zn)
− b

fn+n1+···+nk (zn)

1− a
fn+n1+···+nk (zn)

∣∣∣
⩽ O(log ν(rn, f)) +O(log rn) +O(1)

= O(log rn), (3.34)

khi rn → ∞. Từ (3.34), ta thu được α(z) là một hằng số vì α(z) là một đa

thức. Theo đẳng thức (3.28), ta có

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) − b

fn+n1+···+nk − a
= c.

Nếu a = b, ta sẽ chỉ ra sự tồn tại của ξ0 thỏa mãn

fn(ξ0)(f
n1)(t1)(ξ0) . . . (f

nk)(tk)(ξ0) = b.

Vì f là một hàm nguyên siêu việt, do đó theo [20] nếu n = 0, k = 1, n1 =

t1 + 1 và theo Mệnh đề 3.2.1 và Mệnh đề 3.2.2 nếu n1 ⩾ t1 + 2, ta suy
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ra (fn1)t1 − b có vô số không điểm. Nếu n ⩾ 1 hoặc k ⩾ 2, từ điều kiện

n+
k∑

j=1
nj ⩾

k∑
j=1

tj +2 và Mệnh đề 3.2.1, ta có fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = b có

vô số không điểm. Như vậy, trong mọi trường hợp

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = b

đều có nghiệm. Ta gọi ξ0 là một không điểm bội m ⩾ 1 của

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) − b,

khi đó theo giả thiết, ta suy ra ξ0 là một không điểm của fn+n1+···+nk − b

với bội m. Điều này kéo theo

1 =
fn(ξ0)(f

n1)(t1)(ξ0) . . . (f
nk)(tk)(ξ0)− b

fn+n1+···+nk(ξ0)− b
= c.

Do đó fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = fn+n1+···+nk, kéo theo f không có không

điểm và bậc của f nhiều nhất là 1. Điều này kéo theo f = c1e
tz, trong đó

c1 và t là các hằng số và t thỏa mãn (tn1)
t1 . . . (tnk)

tk = 1. Định lý được

chứng minh.

Trường hợp đặc biệt của Định lý 3.2.4, nếu ta chọn n = 0, k = 1, t1 = 1

trong Định lý 3.2.4, thì ta có:

Hệ quả 3.2.5. Cho f là một hàm nguyên khác hằng, n ⩾ 2 là một số

nguyên và F = fn. Nếu F và F ′ chung nhau giá trị 1 CM thì F ≡ F ′ và

f có dạng

f = cez/n,

trong đó c là một hằng số khác 0.

Chú ý. Như đã nói trong phần mở đầu, năm 2008, L. Z. Yang và J. L.

Zhang ([52]) đã chứng minh một kết quả tương tự Hệ quả 3.2.5 với điều

kiện n ⩾ 7. Như vậy Định lý 3.2.4 là một cải tiến thực sự kết quả của Yang

và Zhang.
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Kết luận Chương 3

Trong Chương 3, ngoài việc giới thiệu một số kiến thức cơ bản trong lý

thuyết phân bố giá trị Nevanlinna và tính chuẩn tắc của họ các hàm phân

hình, luận án đã thu được các kết quả chính sau :

- Phát biểu và chứng minh một số kết quả bổ trợ về nghiệm của

fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk) = a trong các trường hợp f là hàm phân hình siêu

việt hay hữu tỷ.

- Phát biểu và chứng minh một tiêu chuẩn chuẩn tắc cho một họ các hàm

phân hình (Định lý 3.2.3). Điều kiện đại số trong định lý này liên quan đến

lũy thừa của hàm phân hình có cùng số không điểm với một đơn thức vi

phân của hàm phân hình đó.

- Phát biểu và chứng minh Định lý 3.2.4 về vấn đề duy nhất cho các

hàm phân hình liên quan đến giả thuyết Brück, trong đó chúng tôi thay

thế f bởi F = fn+n1+···+nk và f ′ bởi một đa thức vi phân của f dạng

M [f ] := fn(fn1)(t1) . . . (fnk)(tk).
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Kết luận chung và đề nghị

Luận án đã nghiên cứu về một số dạng định lý cơ bản trong lý thuyết

Nevanlinna - Cartan cho đường cong chỉnh hỉnh trên hình vành khuyên

trong trường hợp các siêu mặt và vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh

hình trên hình vành khuyên và hàm nguyên liên quan đến giả thuyết Brück.

Các kết quả chính của luận án bao gồm:

1. Phát biểu và chứng minh hai dạng định lý cơ bản: Định lý cơ bản

thứ nhất và Định lý cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh hình trên hình

vành khuyên trong các trường hợp mục tiêu là các siêu mặt.

2. Đưa ra hai định lý duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình

vành khuyên từ ∆ vào Pn(C) trong trường hợp mục tiêu là siêu mặt ở vị trí

tổng quát đối với phép nhúng Veronese.

3. Đưa ra một tiêu chuẩn chuẩn tắc mới cho họ các hàm phân hình

trên mặt phẳng phức C và chứng minh một kết quả về vấn đề duy nhất cho

các hàm phân hình liên quan đến giả thuyết Brück.

Chúng tôi đề xuất một số hướng nghiên cứu tiếp theo cho kết quả

của luận án như sau:

1. Nghiên cứu một số Định lý cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh

hình trên hình vành khuyên vào một đa tạp đại số trong Pn(C) trong các

trường hợp mục tiêu là siêu phẳng hay siêu mặt.

2. Nghiên cứu vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình

vành khuyên trong trường hợp siêu mặt ở vị trí tổng quát.

3. Nghiên cứu vấn đề xác định duy nhất cho hàm hay đường cong

chỉnh hình với mục tiêu là tập hợp các điểm hay các siêu phẳng mà chứng

minh dựa vào các dạng định lý cơ bản thứ hai với hàm đếm mới.
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Danh mục Công trình của tác giả đã công bố liên quan đến luận

án

1) ([47]) Thin N. V., Phuong H. T., Vilaisavanh L. (2018), A uniqueness

problem for entire functions related to Brück’s conjecture, Mathematica Slo-

vaca, Vol. 68, No. 4, pp. 823-836.

2) ([39]) Phuong H. T., Vilaisavanh L. (2021), Some uniqueness theorems

for holomorphic curves on annulus sharing hypersurfaces, Complex Variables

and Elliptic Equations , Vol. 66, Issue. 1, pp. 22-34.

3) ([40]) Phuong H. T., Vilaisavanh L. (2022), On fundamental theorems

for holomorphic curves on an annulus intersecting hypersurfaces, Bulletin of

the Iranian Mathematical Society, Vol. 48, pp. 151-163.



84

Tài liệu tham khảo

[1] An T. T., Phuong H. T. (2009), An explicit estimate on multiplicity

truncation in the second main theorem for holomorphic curves encoun-

tering hypersurfaces in general position in projective space, Houston

Journal of Mathematics, Vol. 35, No.3, pp. 774-786.

[2] Brück, R. (1996), On entire functions which share one value CM with

their first derivatives, Results Math 30, pp. 21-24.

[3] Banerjee. A., Chakraborty. B. (2016), On the generalizations of Brück

conjecture, Commum. Korean Math, Soc.31, no. 2, 311-327.

[4] Cartan H. (1933), Sur les zéros des combinaisons linéaires de p fonctions

holomorphes données, Mathematica (Cluj) 7, pp. 80-103.

[5] Chuang C. T. (1987), On differential polynomials, Analysis of One

Complex Variable, World Sci. Publishing, Singapore, pp. 12-32.

[6] Chakraborty. B., (2018), Some uniqueness results related to the Brück

conjecture, Analysis, Doi: 10.1515/anly-2017-0060.

[7] Cao T. B., Deng Z. S. (2012), On the uniqueness of meromorphic func-

tions that share three or two finite sets on annuli, Proc Indian Acad.

Sci. (Math. Sci.), Vol. 122, No. 2, pp. 203-220.

[8] Cao T. B., Yi H. X., Xu H. Y. (2009), On the multiple values and

uniqueness of meromorphic functions on annuli, Computers and Math-

ematics with Applications, Vol. 58, Issue 7, pp. 1457-1465.



85

[9] Clunie J., Hayman W. K. (1965), The spherical derivative of integral

and meromorphic functions, Commentarii Mathematici Helvetici 40, pp.

117-148.

[10] Chen Z. X., Shon K. H. (2004), On conjecture of R. Brück concerning

the entire function sharing one value CM with its derivative, Taiwanese

journal of Mathematichs, Vol. 8, No. 2, pp. 235-244.

[11] Chen Z. H., Yan Q. M. (2010), A note on uniqueness problem for mero-

morphic mappings with 2N + 3 hyperplanes, Science China Mathemat-

ics, Vol. 53, No. 10, pp. 2657-2663.

[12] Corvaja P., Zannier U. M. (2004), On a general Thue’s equation, Amer-

ican Journal of Mathematics, Vol. 126, No. 5, pp. 1033-1055.

[13] Dethloff G., Tan T. V. (2006), An extension of uniqueness theorems for

meromorphic mappings, Vietnam Journal of Mathematics. 34, No. 1,

pp. 71-94.

[14] Dulock M., Ru M. (2008), A uniqueness theorem for holomorphic curves

sharing hypersurfaces, Complex Variables and Elliptic Equations, Issue.

8, pp. 797-802.

[15] Fujimoto H. (1975), The uniqueness problem of meromorphic maps in

to complex projective space, Nagoya Math. J., Vol. 58, pp. 1-23.

[16] Fujimoto H. (1998), Uniqueness problem with truncated multiplicities

in value distribution theory, Nagoya Math. J., Vol. 152, pp. 131-152.

[17] Giang H. H. (2021), Uniqueness theorem for holomorphic mappings on

annuli sharing few hyperplanes, Ukrainian Mathematical Journal, Vol.

73, Issue. 2, pp. 289-302.



86

[18] Gundersen G. G., Yang L. Z. (1998), Entire functions that share one

value with one or two of their derivatives, Journal of Mathematical

Analysis and Applications, Vol. 223, Issue. 1, pp. 88-95.

[19] Hayman W. K. (1964), Meromorphic Functions, Clarendon Press, Ox-

ford.
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