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Danh muc ky hiéu

Ny Tap hop cac sd nguyen khong am.

R? Khong gian Euclide thic d chiéu.

|| chuén Euclid ctia phan ti  trong khong gian RY.
|||l x Chuan clia v trong khong gian X.

X" Khong gian doéi ngau ctia X.

lim u(z) Gi6i han duéi cta u(x).

up — U {ur} hoi tu manh t6i uy.

(x,y) Tich vo huéng cua = va y.

Vu(zx) Gradient ctia ham u(zx).

div u(x) Div ctia ham u(x).

Au(x) Laplace clia ham u(z).

P Toan t1t Helmholtz-Leray.

A Toan t1t gia vi phan thuan nhat Calderon.
Cye(Q) Khong gian cac ham tron ¢6 div u = 0 trong €.
LP(Q) Khong gian cac ham kha tich bac p trong €.

H . Khong gian Sobolev thuan nhat.

L Khong gian Lorentz.

B;’p Khong gian Besov thuan nhét.

I3 P Khong gian Triebel thuan nhat.



MG dau

1. Lich s nghién ctu va ly do chon dé tai

Cac phuong trinh dao ham rieng co6 dien duge xay dung va nghién ctu
chuyén sau tit dau thé ky XIX va dai dién cho nén tang kién thitc vé séng, su
truyen nhieét, thiy dong luc hoc va cac bai toan vat 1y khac. Viéc nghién citu
cac bai toan thuc té do da thic day cac nha toan hoc tim toi va 4p dung cac
phuong phap méi trong nghién ctu toan hoc thuan tay dé gidi cac bai toan
phuong trinh dao ham riéng. Day 14 mot dé tai 16n c6 lien quan mat thiét
v6i cac nganh khoa hoc khac nhu vat 1y, co hoc, héa hoc, khoa hoc k¥ thuat
va ¢6 rat nhiéu ing dung cho cac bai toan cong nghiep. Mac du 1y thuyét ve
phuong trinh dao ham riéng da trai qua mot sy phat trién 16n trong thé ky
XX nhung van con mot sé bai toan dén nay van chua thé gidi quyét, cht yéu
lien quan dén si ton tai toan cuc, tinh duy nhat nghiém, do tron cling nhu
dang diéu tiém can ctia nghiém.

Mot trong nhitng dang phuong trinh dao ham riéng noi tiéng va rat duge
sy quan tam clia cac nha toan hoc 1a phuong trinh Parabolic phi tuyén. Nhac
dén cac dang phuong trinh Parabolic phi tuyén, ching ta khong thé khong
nhic dén mot trong bay bai toan thién nién ky ndi tiéng, dé 1a hé phuong
trinh Navier-Stokes. N6 la phuong trinh mo ta4 mot chuyén dong ctia mot chét
long, vi du nhu dong chay ctia dai duong, hoac viéc tao ra mot xody nudc
nho bén trong cac dong chay.

T quan diém toan hoc, vAn con rat nhieu cau héi déi v6i hé phuong trinh
Navier-Stokes chua c6 10i gidi nhu sy ton tai ciia nghiém manh toan cuc, tinh
duy nhat ctia nghiém yéu, tinh chinh quy hay téc do hoi tu ctia nghiém trong
khong gian ba chiéu... Chinh xac hon, khi cho truéc mot gia tri tron & thoi

diem ban dau, litu nghiém ctia phuong trinh Navier-Stokes c6 tiép tuc tron
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va duy nhat cho moi khoang thoi gian vé sau hay khong? Cau hoi nay ducge
dat ra vao nam 1934 béi J. Leray [56, 57] va cho t6i gid van chua c¢6 cau tra
16i. Vao thé ky XIX, cac bai toan ton tai nghiém xuat phat tir vat 1y toan
hoc da dugc nghién cttu v6i muc dich tim ra cac nghiém chinh xac cho céac
phuong trinh dao ham riéng. Tuy nhién, bai toan chi ton tai nghiém chinh xac
trong cac trudng hop cu thé, vi du rat it nghiem chinh xac ctia phuong trinh
Navier-Stokes duge tim thay ngoai trit mot s6 nghiem ding va cac nghiém
clia bai toan tuyén tinh.

Cau héi vé tinh duy nhat va chinh quy cho cac phuong trinh Navier-Stokes
ciing van la mot trong 18 bai toan md clia thé ky nay, xem [67]. Cho dén nay
van chua c6 10i giai vé tinh duy nhat nghiém ngoai trit trong cac khoang thoi
gian nho va ngudi ta da dat cau hoi liéu cac phuong trinh Navier-Stokes ¢6
thuc sy mo ta cac dong chay chung hay khong? Tuy nhién, ho ciing khong
chitng minh duge chiing khong duy nhat. Cé thé cac phuong phap dudc sit
dung cho dén nay chua phut hop vd hé phuong trinh Navier-Stokes can mot
cach tiép can khac.

Tinh duy nhat nghiém clia cac phuong trinh 14 nén tang cuia viéc nghién
ciiu cac bai toan chuyén dong trong phuong trinh dao ham rieng [19]. Néu
c6 nhiéu hon mot nghiém ciing théa man mot diéu kién ban dau thi nguoi ta
né6i rang khong gian ciia cac nghiem qua lén. Tinh duy nhat nghiém cé thé
dugc khoi phuc néu loai trit cac nghiem phi vat 1y. Chinh xac hon, mot két
qua khong duy nhat sé mau thudn véi viec nghién citu cac bai toan co hoc
chat 16ng va viec dua ra mot mo hinh phtc tap hon dé nghién ctu chuyén
dong ctia chat 1éng nhét 1a thye sy can thiét [14, 15, 31, 70]. Néu bai toan veé
tinh duy nhat lien quan dén khia canh dy doan ctia 1y thuyét thi van dé ton
tai nghiém cham dén cau hoéi vé tinh ti nhat quan ctia mo hinh vat 1y lién
quan dén cac phuong trinh Navier-Stokes, néu khong c6 su ton tai nghiém
thi 1y thuyét 14 khong c6 ¥ nghia.

Trong thé ky XX, thay vi cac cong thitc tudng minh trong cac truong hop
dic biet, bai toan vé nghiém clia phuong trinh Navier-Stokes da duge nghién
citu duéi dang tong quat ctia chung. Dieu nay dan dén khai niém vé nghiem

yéu. Tuy nhién, v6i bai toan nghiém yéu, chi c6 sy ton tai clia cdc nghiém co
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thé dugc dam bao. Mot cau hoi nita lien quan mat thiét dén tinh duy nhat
clia bai toan co hoc chat 16ng nay 1a tinh chinh quy cia nghiém. Cac nghiém
ciia cac phuong trinh Navier-Stokes liéu c6 "bung no" trong thdi gian hitu
han? Nghiém & khoang thoi gian ban dau 1a chinh quy v& duy nhat, nhung
tai thoi diém T khi né khong con 1a duy nhat thi tinh chinh quy ciing c6 theé
bi mat. Nguoi ta c6 thé khing dinh ring su bung nd ctia cic nghiém & khoang
thoi gian ban dau khong bao gio xdy ra hodc né sé c6 kha ning xay ra hon
khi chuan ctia gia tri ban dau tang lén, hodic né biing né nhung chi trén mot
tap hop nho vé6i xac suat rat thap. Khong ai biét cau tra 1oi va Vien toan hoc
Clay van dang trao giai thuéng cho viéc giai bai toan d6. Nhu C.L. Fefferman
[29] nhan xét, sut buing nd hitu han trong phuong trinh Euler ctia mot chat
16ng 1y tudng 1a mot van dé toan hoc mé va day thach thice. P. Constantin
[18] dé xuat rang viéc biing nd & thai gian hitu han trong cac phuong trinh
Euler 1a bai toan vat 1§ quan trong vi né doi hoi gradient 16n trong truong hop
do nhét bang khong. Két qua tot nhat theo huéng nay doéi véi cac phuong
trinh Navier-Stokes nhung mat di do tron da thu dugc béi L. Caffarelli,
R. Kohn va L. Nirenberg [10, 58] - ngudi da ching minh rang s6 do Hausdorff
mot chiéu ciia tap hgp cac diém ky di 1a bang khong.

Mot bai toan khac lién quan dén hé phuong trinh Navier-Stokes ciing thu
hit sy quan tam ciia cac nha khoa hoc trong nhitng nam gan day 1a bai toan
ve dang diéu tiém can ciia nghiém khi thoi gian dan dén vo cuing. Béi vi khi
biét dang diéu tiém can ctia nghiem, ta c6 thé du doan dude xu thé phat trien
ctia hé trong tuong lai va tit d6 c6 nhitng danh gia, diéu chinh thich hop.

N6i mot cach don gidn, ching ta c6 thé tom tit lich s nghién ctu rang
c6 Tat it cac truong hop phuong trinh Navier-Stokes duge dat ra theo nghia
ctia Hadamard (ton tai, duy nhét va c6 tinh dn dinh nghiém). Chang han, hé
phuong trinh Navier-Stokes ton tai mot nghiém toan cuc duy nhat khi gia tri
ban dau va ngoai luc di nhé va do tron ctia nghiém tuy thuoc vao do tron
ctia dit lieu ban dau. Mot s6 truong hop khac lien quan dén sb chiéu clia mién
xac dinh. Néu s6 chiéu n = 2 thi bai toan sé tré nén dé dang hon nhiéu so
véi 86 chieu n = 3 v da hoan toan giai duge, xem [59, 69]. V6i n = 3, nhiing

két qua dat dugc vé tinh chinh quy va dang diéu tiém can ciia nghiém van
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con nhiéu han ché va la van dé mang tinh thoi sy, thu hat s quan tam cta
cac nha toan trén thé gisi trong nhitng nam gan day.

Chinh vi nhitng 1y do néu trén, ching to6i da chon dé tai nghién ctu cho
luan an cua minh la: "Tinh chinh quy va dang diéu tiém cdan nghiém
cua hé phuong trinh Navier-Stokes".

2. Muc dich va déi tuong nghién ciu

e Muc dich nghién ctitu:

a. Nghién citu bai toan bién ban dau cho hé phuong trinh Navier-Stokes trong
mién tong quat véi cac ndi dung sau:

- Tinh chinh quy ctia nghiém yéu.

- Dang diéu tiém can clia nghiem yéu.

b. Nghién cttu bai toan Cauchy cho hé phuong trinh Navier-Stokes trong ca
khong gian ba chiéu véi noi dung sau:

- Dang diéu tiém can cua nghiém manh.

e Ddi tugng nghién ctu:

- Déi tugng nghién citu clia luan an 13 bai toan bién ban dau va bai toan
Cauchy cho hé phuong trinh Navier-Stokes trong mién tong quat va trong ca
khong gian ba chiéu.

3. Phuong phap nghién citu

- Dé nghién cttu tinh chinh quy ctia nghiém yéu cho hé phuong trinh Navier-
Stokes trong mién tong quét ching toi sit dung 1y thuyét vé su ton tai clia
nghiém manh dia phuong v tinh duy nhat clia nghiém manh trong mién
tong quat cing mot s6 wde luong nita nhém.

- Dé nghién ctu dang diéu tiém can ctia nghiém yéu cho hé phuong trinh
Navier-Stokes trong mién tong quét chiing toi sit dung ly thuyét vé tinh duy
nhat va tdc do hoi tu cia nghiem manh trong mién téng quat, dinh 1y nhing
ciing mot s6 uéc luong nita nhom.

- Dé nghien cttu dang diéu tiém can ctia nghiém manh cho hé phuong trinh
Navier-Stokes trong khong gian ba chiéu ching to6i stt dung dinh 1y vé su ton
tai clia nghiém manh dia phuong, tinh duy nhat ctia nghiém manh trong R3,
toc do hoi tu clia nghiém manh toan cuc khi gia tri ban dau da nhé cing

mot s6 cong cu cua gidi tich diéu hoa.
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4. Céac két qua dat dudc va y nghia cua deé tai

Luan an tap trung vao viéc nghién cttu tinh chinh quy va dang diéu tiém
can clia nghiem cho hé phuong trinh Navier-Stokes trong mién tong quét
khong bi chin va trong ca khong gian ba chiéu. Cu thé luan 4n trinh bay céc
két qua chinh sau:

- Két qua vé tinh chinh quy ctia nghiém yéu cho hé phuong trinh Navier-
Stokes trong mién tong quat trong khong gian ba chiéu chiing minh ring
nghiém yéu v 14 chinh quy tai thoi diém ¢t € (0, T) néu u théa man bat dang
thitc nang lugng manh va dong nang lien tuc Holder trai tai t € (0,7T) v6i s6
mi Holder 3 va nita chuan Hélder di nho.

- Két qua ve dang diéu tiém can cia nghiém yéu cho hé phuong trinh
Navier-Stokes trong mién téong quat ching minh rang nghiém yéu u ctia hée
phuong trinh Navier-Stokes c6 cling toc do hoi tu theo thoi gian véi nghiem
clia hé Stokes thuan nhat véi cling gia tri ban dau va s6 mi hoi tu nhoé hon
n Hon nita, ta ciing chi ra rang, khi théem mot s6 diéu kién ctia gia tri ban
dau thi nghiém yéu v trung véi nghiem ctia hé Stokes thuan nhat khi thoi
gian ¢ dan t6i vo cung.

- Két qua ve dang diéu tiem can cia nghiém manh cho hé phuong trinh
Navier-Stokes trong khong gian ba chiéu chiing minh rang nghiém manh u
ctia hé phuong trinh Navier-Stokes c6 ctuing tdoc do hoi tu theo thoi gian véi
nghiém phuong trinh truyén nhigt véi gia tri ban dau |ug.

5. CAu tric luan an

Vé bb cuc, luan an ctia ching to6i gom phan md dau, ba chuong, phan két
luan va tai liéu tham khao.

Chuong 1 trinh bay vé mot s6 kién thitc co s6, bao gom: Cac khong gian
ham can st dung trong luan 4n, mot s6 toan tit co ban trong hé phuong trinh
Navier-Stokes, mot s6 bat déng thic trong cac khong gian ham, gisi thieu
vé he phuong trinh Navier-Stokes va cic loai nghiém ctia hé phuong trinh
Navier-Stokes va mot sd bo dé bo tro.

Chuong 2 trinh bay hai két quad vé tinh chat ctia nghiém cho hé phuong
trinh Navier-Stokes trong mién tong quat. Két qua dau tien vé tinh chinh quy

cia nghiém yéu cho hé phuong trinh Navier-Stokes trong mién tong quat. Két
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qua thit hai trinh bay vé dang diéu tiém can ctia nghiém yéu cho hé phuong
trinh Navier-Stokes trong mién tong quét.

Chuong 3 trinh bay vé dang diéu tiém can ctia nghiém manh cho hé phuong
trinh Navier-Stokes trong khong gian ba chiéu.

Céac két qua ciia chinh ctia luan an da dudc cong bd trén ba bai bao va
dudgce bao cao tai:

e Seminar cua Bo mon Giai tich, Khoa Toan, Truong Dai hoc Su pham,
Dai hoc Thai Nguyén.

e Seminar cuia phong Giai tich, Vién Toan hoc - Vién Han lam Khoa hoc
va Cong nghé Viét Nam.

e Hoi nghi Qudc té vé Giai tich phtic, Phuong trinh dao ham riéng va ting
dung, 02-09/06/2019 tai Vién Toan hoc - Viéen Han lam Khoa hoc va Cong
nghé Viét Nam.



Tong quan luan an

Cac két qua vé tinh chat ctia nghiém nhu sy ton tai, tinh duy nhat, tinh
chinh quy va dang diéu tiém can nghiém ctia hé phuong trinh Navier-Stokes
da dugc dé cap kha nhiéu trong cic cong trinh toan hoc trong va ngoai nuée
nhiing nam gan day, xem [3, 4, 5, 22, 24, 25, 28, 46, 47, 48, 49, 50].... Tuy
nhién viéc phat trién cac két qua trén cho truong hgp mién khong bi chan
van con 1a mot huéng nghién cttu méi doi héi nhitng cach tiép can va cong cu
k¥ thuat méi trong chitng minh. Trong luan an nay, ching t6i nghién citu hai
tinh chat ctia nghiem 1a tinh chinh quy va dang diéu tiém can nghiém ciia he
phuong trinh Navier-Stokes trong mot mién tong quat Q C R3.

Gia st rang chuyen dong ctia dong chay duge mé ta bdi hé phuong trinh

nhu sau:

{ut—Au+u-Vu+Vp0, (0.1)

divu = 0,
voit € [0,7],0 < T < oo,z € Q, Q C R31a mién tong quat. He phuong trinh
tréen dugc goi 14 hé phuong trinh Navier- Stokes. Phuong trinh dau tién mo
ta st can bang ciia cac luc theo dinh luat II Newton. Diéu kién div « = 0 thé
hién dong chay 14 dong nhat va khong nén dugc.
S6 hang u; = C;—;L = % la dao ham theo hudéng thaoi gian.
0 0

A a ~ 2 . A 2
SO hang us +u-Vu = us + | u1=— + us + us u mo ta gia toc cua

81‘1 8952 (‘3:53

cac hat nhé trong dong chay.
S6 hang —Au = — (D} 4+ D3 + D3) u mo6 ta lyc ma sat gitta cac hat nhé
cua dong chay.

Vp = (D1, Do, D3) p 1a gradient ctia 4p suat p.
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Dé nghién citu hé phuong trinh ta thém diéu kién bién
ulgg = 0 (0.2

néu 0N # @. Dieu nay c6 nghia 1a u(t,z) =0 véi t € [0,T) va z € 99.

Ta c6 diéu kién ban dau
u(0) = ug (0.3)

14 van toc ban dau tai thoi diem ¢ = 0. Diéu nay nghia 1a u(0, z) = ue(x) véi
x € Q. Trong luan éan, ta cing dung ky hiéu u(t, ) = u(t), t € [0, T).

Hé phuong trinh (0.1) cung véi dieu kien (0.2), (0.3) dude goi la bai toan
bién ban dau cho hé phuong trinh Navier- Stokes trong d6 cac dai luong chua
biét 1a van téc u(t, z) clia chat 1éng tai thoi diém ¢, vi trf v dai lugng ap
suat p(t, ).

Bai toan vé tinh chinh quy ctia nghiém yéu cho hé phuong trinh Navier-
Stokes da thu dugc cac két quad dau tién tir nam 1982 bdi nhém cac tac gid
L. Caffarelli, R. Kohn va L. Nirenberg va dugc md rong trong rat nhiéu cong
trinh clia cac nha toan hoc trén thé gidi trong nhitng nam gan day nhu cac
tac gia H. Sohr, H. Kozono, R. Farwig, W. Varnhorn, P. F. Riechwald .... Tuy
nhién hau hét cac két qua méi chi thu duge cho cac mién bi chan trong khong
gian R3.

Nam 2008 va 2009, nhom céac tac gia R. Farwig, H. Kozono va H. Sohr
22, 24] da thu dugce két qua ve tinh chinh quy ciia nghiém yéu nhung véi
1a mién bi chin trong R? va bien 09 thuoc 16p C?!. Xét nghiem yéu u clia

hé phuong trinh Navier-Stokes:

;

ur — Au+u-Vu+ Vp =0,

di =0,

| w(0,z) = uy,

v6i ug € L2(2) va nghiém yéu u théa man bat dang thiic nang lugng manh

1 t 1 2
5IIu(ﬂH§+/ﬂ IVa(r)lzdr < 5 [lu@®)ll; (0.5)

v6i hau hét ¢/ € [0,T) va véi moi ¢ € [t',T).
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Cac tac gid da ching minh duge nghiém yéu wu 1a chinh quy trong khodng
(a,b) néu dong nang lien tuc Holder trai v6i s6 mi a € (5, 1), nghia 1a
1 o 1 2
3 lutto = DI - 5 Lt

. 2
lim
0—0t 0

< 00. (0.6)

Nam 2010, cac tac gia R. Farwig, H. Kozono va H. Sohr [25] da tiép tuc
phét trién két qua ctia ho, trong d6 diéu kién (0.6) trén dugc thay bdi dicu

kién yéu hon
1 o 1 2
3 utto = DI - 5 )
lim 7
d—0+ 02

<(C

v6i s6 mit Holder o = % va mien  bi chin.

Nam 2016, R. Farwig va P. F. Riechwald [28] da tiép tuc md rong két qua
clla cac tac gid trude tit mién bi chin sang mién tong quat. Ho da ching minh
dugc tinh chinh quy ctia nghiém yéu cho hé phuong trinh Navier-Stokes véi
Q) 1a mién tong quét trong khong gian ba chiéu nhung can theém diéu kien
trén bien 9 thuoc l6p C2.

Gia st u 1a nghiém yéu (theo nghia Leray) ctia h¢ phuong trinh Navier-
Stokes trong mién tong quat, 0 thuoc 16p C? va u théa man bat dang thic
nang lugng manh (0.5). Cho ug € L2(Q) va 0 < T' < oo. Khi d6, ton tai hing
s6 duong n = n(Q, T) sao cho: Néu tai thoi diém ¢ € (0,T) va véi p > 0, dong

ning lién tuc Holder trai véi s6 mi 3 theo nghia

1 1

)13 - gl - o)
sup 7 <1
0<d<p 02

thi ¢ 14 diém chinh quy clia nghiém yéu u hay v € L* (t — 0,1+ 9; [~/6(Q))
T két qua trén, ta luon chiing minh dugce rang dong nang lién tuc Holder
. 1
trai véi sO mit a0 € (5, 1] theo nghia

1 1
013 - ghute - o)
sup

0<o<p 0@

< o0
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v6i > 0 da nho, trong do

L) = LYQ) + L*(Q) ntul<g<?2
C | LYQ) N LA(Q) néu?2 < g < oo.

Do toan ti Stokes thong thuong A, khong xac dinh trén tat ca cac mien
khong bi chin nén R. Farwig va P. F. Riechwald phai thay thé khong gian
L4(Q),q > 2 bing khong gian L1(Q) = LI(Q) N L*(Q) dé dam bao cho cac
danh gia clia toan t1t Stokes trong mién tong quét, xem [20, 21, 24, 26].

Chuan tuong ting trong khong gian L¢ dude xac dinh béi

lullza := max {[Jullg, [[ull2} néu ¢ >2

lullgo = inf {uall, + ually s = w1+ uz | nén 1< g <2

trong d6 uy € LI(Q),uy € L*(9).

Nam 2012, cac tac gia R. Farwig, H. Sohr va W. Varnhorn [27] d&a thu dugc
két qué ve tinh chinh quy ctia nghiém yéu cho hé phuong trinh Navier-Stokes
bang cach phat trién them diéu kien mdi dua trén nhitng tinh chat ctia nita
nhém Stokes. Gid st u € L2 ([0, 00), D(Ai)) la nghiem yéu ctia hé phuong
trinh Navier-Stokes (0.4) trong mién [0,7) x Q v6i ug € L2(2) va u thoa man
bat dang thiic nang lugng manh (0.5). Khi do:

a) Nghiem yéu u 1a duy nhat, nghia la néu ton tai mot nghiem yéu khac
v e L ([0,T); D (AYY)) v6i v(0) = up thi u = v.

b) Nghiem yéu u théa man dicu kién Serrin dia phuong phai L (L9) trong
khoéng [0,T') v6i s = 8 va ¢ = 4 nghia la u € L} _ (¢, to + 6; L*(2)) v6i moi
(to,to+0) C [0,T) va § = 6(tg) > 0.

Trong phan tiép theo, chiing to6i xin gi6i thieu mot s6 két qua da dat duogc
v6i cac bai toan vé dang diéu tiém can nghiém ctia hé phuong trinh Navier-
Stokes. Xét bai toan bién ban dau cho hé phuong trinh Navier-Stokes (0.4)
trong mien Q véi ug € L2(Q) 1a gia tri ban dau tai thoi diém t = 0.

Bai toan vé dang diéu tiém can ciia nghiém trong L?(2) cho hé phuong
trinh Navier-Stokes dugc dua ra lan dau tien nam 1934 béi J. Leray [57] trong
khong gian R?. Khang dinh dau tién vé tdc do hoi tu nghiem ctia hé phuong
trinh Navier-Stokes dugc chiitng minh béi T. Kato [44] nam 1984 trong trucng
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hop Q = RY, d = 3,4. Tit nghién ctu ctia ong da phat trién cac nghién ctu
cho nghiém manh trong khong gian L? tong quat, xem [41, 64, 73]. Két qua
cia M. E. Schonbek [64] da ap dung trong [3, 4] cho truong hgp Q 1a niia
khong gian trong R?, d > 2 hosic mot mién ctia RY, d > 3.

Nam 1986, cac tac gid R. Kajikiya, T. Miyakawa [41] d& tiép tuc phat trién
két qua ve dang diéu tiém can ctia nghiém yéu cho hé phuong trinh Navier-
Stokes trong RY, d = 3,4. Véi gia tri ban dau ug € L2(R?), cac tac gia da
chiing minh réng ton tai nghiém yéu u clia hé phuong trinh Navier-Stokes
thoa man cac tinh chat sau:

(i) Ju(t)|l2 = 0 khi t — oo .

(ii) Néu ug € L2(RY) N L7 (RY) v6i 1 < r < 2 thi
d

IS

[u(t)]o <Ct 2 v6imoit >0,
trong d6 C 1a hang s6 duong chi phu thuoc vao d,r va uy.

Nam 1992, W. Borchers va T. Miyakawa [5] da cai tién két quéd trong
3, 4, 41] cho truong hgp mién khong bi chin bat ky, ho da chi ra rang néu
e uglls = O(t™%) v6i a € (O, %) thi ||u(t)]]s = O(t™). Xét hé phuong
trinh Navier-Stokes trong mién tong quat Q C R3:

( %—Au—}—u-Vu—{—Vp:O (x € Q,t >0)
) divu=0 (x € Q,t20)
ulpg =0
uli—g = uo,

.
trong d6 u = (uq, us, u3z) va ap suat p la cac dai lugng chua biét. Ta c6 két
qua chinh cia W. Borchers va T. Miyakawa nhu sau.

Gia st Q C R? 1a mot mién khong bi chan bat ky va ug € L2(Q2). Khi do,
ton tai mot nghiem yéu v ctia hé phuong trinh Navier-Stokes sao cho
(i) [|u(t)]]o = 0 khit— oco.
(ii) Néu He_tAuoHQ =0 (t™) v6i a > 0 thi

O(t™*) néu «
@l =9 1
O(t 2) néu o

N
N — DN~

vV
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1
trong d6 0 < e < X
Bai toan thid hai nghién cttu trong luan an la bai toan Cauchy cho hé
phuong trinh Navier- Stokes trong khong gian ba chiéu. Trude hét, ta bién
ddi he (0.1) thanh phuong trinh toan tit [8, 42, 43] v6i Q = R3 nhu sau
du
——Au + PV - =0,
dt (@) (0.7)
w(0) = ug, xR} t>0,
trong d6 A la toan tit Stokes duge dinh nghia mot cach hinh thic A = —PA
va P 1a phép chiéu Helmholtz-Leray dudc xac dinh nhu sau: Dat

0
Dj=—i—, j=123 vii i*= -1
Oz

va dinh nghia bién doi Riesz béi

N|—

Rj = D;(—A)"2, j=1,23

Khi do6, toan tit P duge dinh nghia béi

3
= (6 — RjRp)up, j=1,2,3.
k=1
Mot cach tuong duong khac, st dung tinh chat ctia bién doi Fourier ta co6
thé dinh nghia toan ti P nhu sau:

Nhu vay, P 13 mot toan t gid vi phan bac khong va 1a phép chiéu len
hach ctia toan ti div. Mat khac, ap suat p trong (0.1) dam bao riang dicu
kién khong nén duge div v = 0 dugc thoa man. Ta sit dung nita nhéom Stokes
S(t) = e~*4 dé dua phuong trinh toan tit (0.7) vé phuong trinh tich phan sau

u(t) = S(t)up — /0 S(t—s)PV - (u®u)(s)ds.

Do bai toan xét trén cd khong gian R3 nén nita nhém S(¢) tréd thanh nita

nhém ctia phuong trinh truyén nhiét e/2. Nghiém ctia bai toan 1a hiéu ctia s6
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A

hang tuyén tinh chita gia tri ban dau e’®ug va toan ti song tuyén tinh bieu

thi thanh phan phi tuyén ctia phuong trinh
t
B(u,v)(t) = / e"TIAPY - (u(s) @ v(s))ds.
0

Su ton tai toan cuc ctia nghiém yéu da duge nghién cttu béi J. Leray [57]
tit nam 1934 va E. Hopf [40] nam 1951. Nam 1964, bai toan vé sy ton tai
nghiém manh toan cuc ctia hé phuong trinh Navier-Stokes vé6i gia tri ban
dau nhé trong khong gian Sobolev HY/2 duge nghien cqu bdi H. Fujita va
T. Kato [43], sau d6 duge phat trién béi J. Y. Chemin nam 2009, xem [16].
J. Y. Chemin da chiing minh dugc cho truong hop HS, s > % Nam 1984,
trong [44], T. Kato da ching minh dugc bai toan trong trusng hgp khong
gian Lebesgue L3(R3). Nam 2001, H. Koch va D. Tataru da chitng minh trong
truong hop khong gian BMO™!, xem [51].

Nhitng nam gan day, bai toan vé sy ton tai nghiém toan cuc tiép tuc dudc
phat trién trong mot sé khong gian khac nhu khong gian Sobolev-Lorentz,
khong gian Sobolev-Fourier-Lorentz, khong gian Sobolev-Lorentz thuan nhéat
va khong gian Besov bdi nhom cac tac gia N. M. Tri va D. Q. Khai trong thoi
gian ti ndm 2014 dén nam 2017, xem [46, 47, 48, 49, 50].

Nam 1984, T. Kato [44] da nghién citu vé dang diéu tiém can ciia nghiem
trong khong gian L(R?) bing cach ap dung udc lugng L? — LP cho nita nhom
dugce sinh bdi toan ti Stokes. Tac gid da chi ra rang ton tai 7 > 0 va mot

nghiém duy nhat u théa man
0=y € BC([0,T); LY) v6i d < q < o0,
2=y € BO([0,T); L) véi d < q < o0,
khi vy € L%R?). Hon nita, khdng dinh trén van ding véi T = oo néu

H“OHLd ray AU nho.
(RY)

Nam 1987, M. Wiegner [73] da chi ra ring néu nghiém e'®

Uy cua phuong
trinh truyén nhiét v6i gia tri ban dau uy € L?(R?) thda man
e uol|, < C(L+1)

v6i C' > 0 v a > 0 thi ton tai mot nghiém yéu u sao cho

[u(t)]|l2 < C(1 + ¢)min{en(d+2)/2},
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Sau do, nam 1991, Zhi-Min Chen [17] da chi ra rdng néu
uy € LYRY) N LP(RY), (d < p < o)

va |lug |1+ ||uo]lp 12 At nho thi ton tai duy nhat nghiem u € BC([0, 00); L'NLP)
thoa méan tinh chat tiem can

Z D

la|=1

d 1
sup ¢ ([[ufl + 4
t>0

’ + 12
[0.9)

Z Diu )d) < 00.
|a|=2

Nam 1995, trong [65], M. Schonbek da xay dung dugc bai toan vé dang
diéu tiém can ctia nghiém trong hé phuong trinh Navier-Stokes véi chuan
trong khong gian thuan nhat hai chieu H™. Tac gid da chi ra rang néu u 13

nghiém ctia hé phuong trinh Navier-Stokes véi gia tri ban dau
uy € H" N LYRY),d =2,m > 3
thi || Dul|3 < Cu(t 4 1)~Uel+D i
1D < Ca(t +1)~001+2) v6i ¢ > 1, |a| < m,

trong d6 a = (a1, g, ..., aq), |a] = a1 +as + ... + ag va

DY =9l = Gl

SR s s
Nam 1997, M. Cannone [12] da tong quat hoa két qua ctia T. Kato. Tac
gia da chi ra ring néu uy € L va HUOH 41000 (¢ > d) di nho thi ton tai duy
Bq

nhat nghiem u théa man
t20-9y € BC([0, 00); L) v6i q > d.

Nam 2002, Cheng He va Ling Hsiao [39] da md rong két qua cia T. Kato.
Ho chi ra rang véi sé nguyén [ bat ky ton tai hang s6 duong Cj 4 chi phu thuoc
vao [, d sao cho néu HUOHLd(Rd) < ()4 thl hé phuong trinh Navier-Stokes c6
nghiém mém duy nhat v théa man

¢2(Hlal+200=5) pao poy, e BO([0, 00); LY) v6i q > d, o + 200 < I,
t2(2+lel=0 pap e BO([0, 00); L) v6i ¢ > d, |af +1 < 1,

o
trong d6 D;° 1a ky hiéu cta 0, = RS
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Nam 2005, O. Sawada [63] da thu dugc két qua vé dang diéu tiém can clia
nghiém mém ctia hé phuong trinh Navier-Stokes véi gia tri ban dau thuoc
H5 1(R?). Tac gia da chi ra ring moi nghiem mém

d__ d - d 1
2

we BC([0,T); Ho ") va 2670y € BO([0,T); H ),

v6i T > 0 va p € (2, 00] théa méan

- _ & d
lu()ll 7y < Ei(K2a)2 voi g 2 2,0 > o = 1,1 € (0,]

d . )
va a:=a+1——, trong d6 K; va K la cac hang so duong chi phu thuoc
q

vao d, p, My va My véi

My = sup [|u(®)l] g, va Mo = sup 267D |lu(t)]| ..
0<t<T 0<t<T P

D61 véi bai toan dang diéu ciia nghiém manh trong mot khoang thoi gian

16n, néu u € C([0,00), X) la nghiem toan cuc véi uy € X, trong d6 X la

H2(R3) hodc L3(R?) thi ta luon ¢6 tligloHu(t)HX = 0. Nhitng két qué nay da

duge ching minh béi I Gallagher véi X = H2(R3) trong [33] va véi L3(RR?)

trong [34]. D6i véi truong hop X = L3(R?), 1. Gallagher [34] da chiing minh

duge két qud nhu sau: Giad st u € C, (L3(R3)) 14 mot nghiém meém cla

hé phuong trinh Navier-Stokes. Xét bai toan Cauchy cho hé phuong trinh
Navier-Stokes trong khong gian R? sau day

—Au+ V- -(u®u)+ Vp=0,
div u = 0,
u(0,z) = uy.
Khi d6, nghiém toan cuc u clia hé phuong trinh Navier-Stokes dan dén 0
khi thoi gian ¢ dan dén vo cung trong L3(R?), nghia la

Jim ffu(-, )]z =0
va nghiém nay 6n dinh, nghia la ton tai hing s6 duong £(u) sao cho néu

lvo — o5 < e(u) thi nghiém dia phuong v € Cy (L*(R?)) ctia hé phuong

trinh Navier-Stokes la nghiém toan cuc vé6i

sup [|v(-, ) = u(-,#)lls < Cu) [lvo = uolls -
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Nam 2015, J. Benameur [2] di chting minh ring néu u € C([0,00),x )
1a nghiém toan cuc thi ||u(t)||,— dan dén 0 khi thoi gian dan dén vo cung,

trong do

S — {f € D'(R3),/ Mdf < 00 }
rs [¢]

Tu cac két qui nghién citu trén, ching ta thiy rang van con nhiéu van
dé mé lien quan dén tinh chinh quy va dang diéu tiém can ctia nghiém cho
hé phuong trinh Navier-Stokes trong mién tong quét va trong khong gian ba
chiéu. Vi vay, trong luan an nay, ching toi sé trinh bay céc van dé md sau:

- Nghién cttu tinh chinh quy nghiém cho bai toan bién ban dau clia hé
phuong trinh Navier-Stokes trong mién tong quat trong khong gian ba chiéu.

- Nghién citu dang diéu tiém can nghiém cho bai toan bién ban dau cta hé
phuong trinh Navier-Stokes trong mién tong quat trong khong gian ba chiéu.

- Nghién ctu dang diéu tiém can nghiém cho bai toan Cauchy ctia hé

phuong trinh Navier-Stokes trong khong gian ba chiéu.



Chuong 1
Mot s6 kién thitc chuan bi

Trong chuong nay, ching toi trinh bay mot sé khong gian ham can dung
dé nghién ciu, cac bat ding thic, cac danh gia can thiét dé udce luong mot sb
toan tit trong hé phuong trinh Navier-Stokes. Chung t6i ciing trinh bay cac
toan tu co ban sé sit dung, giGi thiéu cac loai nghiém ctia hé phuong trinh

Navier-Stokes va mot s6 két qua bo trg duge ding trong céc chuong sau.

1.1. Mot sé khéong gian ham

1.1.1 Khong gian cac ham tron

Gia st Q € R? 14 mot mién bat ky véi d > 1. Khi d6, khong gian C*(Q)

vl k € Ny 1a khong gian clia tat cd cac ham
u: Q=R z+— u(r)

théa man D% ton tai va lién tuc trong Q véi a € Ng, 0< |a| <Ek.

Khong gian CY(€) 14 khong gian cdc ham lién tuc u : Q — R.

C™(Q) = ﬁ CH(Q)
k=0

goi la khong gian ctia cac ham tron trong €2.
Chod>2va0<T < oo, ta dinh nghia khong gian tuyén tinh C§°(Q) 1a

khong gian clia cdc ham tron c6 gida compact, khong gian Cg5, (€2) la khong

17
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gian xac dinh béi

C5o(Q) := {u € C*()% div u =0}
va khong gian cac ham thu

Ceo((0,T); C55, () == {u € C5°((0,T) x ©)% div u = 0}.

1.1.2 Khong gian cac ham kha tich

Gia st Q CRY, d > 1 1a mién bat ky, 1 < ¢ < co. Khi d6 L(Q) 1a khong
gian Banach ctia tat cd cac ham (cac 16p ham tuong duong) thuc do duge

Lebesgue u xac dinh trén  c6 chuan hitu han

fully = el = ([ Jutapar)

Khi ¢ = 2, khong gian L?*(2) tréd thanh mot khong gian Hilbert véi tich vo
huéng

(u, vy = (u,v)q = / u(z)v(x)de

)
trong d6 u,v € L*(Q).
Khi ¢ = oo, khong gian L*>(€2) 1a mot khong gian Banach thong thudng

clia cac ham do duge u véi chuan hitu han

|t|loo = ||ut||zee := ess sup |u(x)].
xefd
Cho ¢ = 1a s6 mil lien hop cla ¢. Déat ¢ = co néu ¢ = 1; ¢ = 1 néu
q = oo, khi do
1 1
qa g

Néu v € LUQ), v € L7(Q) thi uv € LY(Q) va bat ding thic Holder sau
thoa man
[wv][y < Jullg lv]lq-

. Y , s 1 1 1 ,
Tong quat hon, gia st 1 < r,p,q < oo thoa man dang thic — = — + —. Khi

rp g
d6, néu u € LP(Q),v € LI(Q), thi wv € L"(Q) va

[uvllr < Jlullpllvlly- (1.1)
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Mot hé qua ctia (1.1) 1a bat dang thiic noi suy déi véi chuan trong L4(€).
o, , 1 60 1-0
Giast 1 <s<r<t<oo,0<6<1théaman — = -+ n va
ro s
u € L*(Q) N LY(Q). Khi d6 u € L"() va ta c¢6 bat dang thiic noi suy

lalle < Tl - flull; ™. (1.2)

Trong truong hop Q = R?, luan 4n ciing can st dung khai trién Fourier va
khai trien Fourier nguge trong khong gian Lebesgue duéi day.
Néu f(z) € L*(RY) thi bién ddi Fourier ctia f duge xac dinh bdi

FIO=1©) = | [la)ede,

§day o€ = 116 + - - + 2464 Néu f ciing 13 ham kha tich thi ching ta c6 thé
bidu dién f(x) theo f(z) bing cong thitc phép bién déi Fourier ngugc

f@)=(m | J(©)ede.

1.1.3 Khong gian cac ham suy rong

Ta dinh nghia khong gian cac ham co ban la khong gian cac ham tron
¢ € C5°(Q) v6i khéi niem hoi tu nhu sau: day {p;}32; clia cdc ham trong
Cee () duge goi 1a hoi tu dén ham ¢ € C3°(Q2) néu ton tai mot tap compact
K C Q) théa méan supp ¢; C K,j =1,2,... va

lim sup |D%pj(z) — Dp(z)| = 0,V € Nd.

J=0 2eQ)
Day {;}52, duge goi la mot ddy Cauchy trong khong gian cac ham co ban

néu ton tai mot tap compact K C RY théa man supp ¢; C K,j =1,2,... va

lim sup |D%;(z) — Dpy(x)| = 0,Var € N¢.

k=00 pe K
Do do, khong gian cac ham co ban la khong gian du.
Cho © C R? 13 mién bat ky v6i d > 1. Khi d6 khong gian d6i ngau C5°(€2)’
gom tat ca cac phiém ham tuyén tinh lien tuc
F : () — R
v — F(e)



20
duge goi la khong gian cac ham suy rong trong 2.
Ta ky hiéu
F(e) = [F, ¢l = [F, ¢la
la gid tri ctia F tai ¢. Mdi ham f € L}, () ¢6 mot ham suy rong theo dinh
nghia

o — (o) = /Qfso dz.

Ta viét (f,-) = (f,)q hodc don gidn 1a f dé ky hiéu ham suy rong. Ta c6
phép nhing
Ljye() € C5o ()"

M&i ham f € L} () dugdc goi 1a mot ham suy rong chinh quy.
Xét toan tit vi phan D = D ... D% v6i a = (ay,...,a4) € NI. Khi do,
v6i moi F' € C§°(Q2), ham suy rong D*F € C§°(2)’ xac dinh boi

[DF,¢] := (=1)[F, D], » € C5*(92).
V6i mdi f € Li,.(Q), ham suy rong Df = [D“f, ] € C§°(Q)’ x4c dinh bdi

D°f, ] = (=1)l(f, D*g)q = (~1)l] / F(D%0) da.

Cho f € L} .(Q), a = (a1, ...,a4) € NI 1amot da chi s6. Néu D*f 1a chinh
quy nghia la D f € L] () thi ta goi Df 1a dao ham yéu cap « ctia f (hodic
dao ham suy rong cap «a cia f). Néu 1 < ¢ < oo ta ky hieu D*f € LI(Q)
nghia la D®f la chinh quy va la mot ham trong L9(€2).

Cho khong gian Hilbert L?(Q)? véi tich vo huéng

(u,v)q = / uvdx
Q
va khong gian con L2(2) := CSOU(Q)” & C L2(Q)4.

Khi d6, v6i méi u € L?(Q)?,
(u,) = o — (u, 0); ¥ € G ()
ta c6 phép nhing L?(Q)? C C5(Q)Y. Tuong tu, véi u € L2(1),
(u, ) 1 o —> {u, 9); ¢ € Coo(Q)
ta thu duge phép nhing L2(Q) € C§%, ()",
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1.1.4 Khong gian Besov, khong gian Triebel

Dinh nghia 1.1. Khong gian cic ham giam nhanh Schwartz S (Rd) la tap
hop xéac dinh béi

S (RY) = {p € C™ (RY) ||2*D’p(x) |< C,Vz € RY,Va, 3 € Nj}
trong d6 C' = C, s 1a hing s6 duong chi phu thudc vao «, S.

Khai niém hoi tu trong khong gian S (Rd) duge dinh nghia nhu sau: Mot
day {¢r}p; trong khong gian S (R?) dugc goi la hoi tu dén ¢ € S (R?) néu

lim sup ‘a:O‘D*Bgok(as) — xO‘Dﬁgo(:E)‘ = 0,Va, 3 € N

k—o00 rcRd
Khi d6, ta viét
lim o = .

k—o00
Dinh nghia 1.2. Ham suy rong f dudc goi 1 ham suy rong tang cham néu
ton tai mot s6 tir nhién m va mot hang sd6 duong C sao cho

(f)l < Csw (14 [l2]?)" > ID%(@)]. Ve € O ().

|a|<m
Khong gian cdc ham suy rong tang cham S’ (Rd) 14 tap hop tat ca cac ham
suy rong tang cham.
Gia sit o 1a mot ham bat ky thuoc khong gian S(R?) va khai trién Fourier

cua n6 ¢ thdéa man

DO | O

, #(§) = 0 néu [¢] =

1w

0<@(6) <1, $(&) =1 néu f¢] <

Y

P(x) = 2%(22) — ¢(x),
pi(x) =2Yp(Vx), j € Z,
V() = 2%y(272), j € Z.

Ky hiéu S; va A; la céc toan tu tich chap tuong tng ctua ¢; va ;. Tap

{S;,Aj}jez duge goi la phép phan tich Littlewood-Paley va

[:SQ+ZAj.

J=0
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Sau day, ta nhic lai dinh nghia khong gian Besov thuan nhat va chuan
tuong duong ctia n6, xem [30, 62]. Néu m € Z, ta ky hieu P, 1a tap cac da
thiic c6 bac nhé hon ho#c biang m va quy udc rang P,, = 0 néu m < 0. Néu

3 .
g=1vas——€Z,tadat m =s— — — 1. Neu s — — khong nguyén ta dat
p p p

m = {s — —] 1a phan nguyén ciia no.
p

Dinh nghia 1.3. Gia st 0 < p,q < o0 va s € R. Khi d6, mdét ham suy rong

tang cham f dudc goi la thudc khong gian Besov By? néu va chi néu

IS0flla+ (32 (2712£1)")" < oo

J=0

8=

Trong luan an ndy, ta ciing can sit dung khong gian Besov thuan nhat Bg’p ,
xem [6, 7).

Dinh nghia 1.4. Gia st 0 < p,q < oo va s € R. Khi d6, mdét ham suy rong

tang cham f dudc goi 1a thudc khong gian Besov thuan nhat Bg’p néu va chi

(3 @1a,50,)")" < s

jJEZ

va f=> A;f trong S'/Py,.

néu

Bo6 dé sau sé cho ta cong thitc clia chuan tuong duong trong khong gian

Besov thuan nhat Bg’p.

Bo dé 1.1. [55] Cho 1 < p,q < oo wa s < 0. Khi dé hai chudn

([T e,

t
la tuong duong nhau.

B;&p (13)

Ta ciing sé sit dung dinh nghia khong gian Triebel thuan nhat va cong thiic
chudn tuong duong ciia khong gian Triebel thudn nhat F, 2P, xem [6, 7, 30, 62].

Dinh nghia 1.5. Gia st 0 < p < 00,0 < g < oo va s € R. Khi d6, mot ham
suy rong tang cham f dugc goi la thudc khong gian Triebel-Lizorkin FjP néu
va chi néu

< 0.

Iofllo+ ]| (3 @21a0))’|
Jj=>0



23

Dinh nghia 1.6. Gia st 0 < p < 00,0 < ¢ < 0o va s € R. Khi d6, mot ham
suy rong tang cham f dudc goi la thudc khong gian Triebel-Lizorkin thuan

nhat F ;’p néu va chi néeu

[( @oiasy) |

JEZ

< 00

va f = A;f trong S’/ Py,.

B6 dé 1.2. [13] Gid stt1 < p,q < oo va s < 0. Khi dé, hai dai higng

I @y,

1.1.5 Khong gian Sobolev

va ||£]

pe L0 tuong duong.
q

Gid st s € Nva 1 <p < oo. Khi d6, khong gian Sobolev W#P(2) 1a khong
gian gom tat cd cdc ham u € LP(Q) théa man D € LP(Q) véi moi || < s.
Chuan trén khong gian W*P(Q) duge dinh nghia béi

1
fullsy == (D ID°ully)”
la|<s

néu 1 < p < oo, va

[l 5,00 := max | D%ul| oo
la|<s

néu p = oo.
Dat WOP(Q) := LP(Q). Trong truong hop s = 1, s = 2, ky hiéu

Vu = (Dju)?_;, Viu:= (Dleu);{l:l

j=b

d 1 d 1
IV, == (3 1Dsull?) " 192ul], = (3 1D Duwl?)’
Jj=1 gl=1

néu 1 < p < oo, va

e 2 .
[Vull := mas |Dyull, |Vl = max |1D;Dyu

néu p = oo.
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Do chuan ||u|| + ||Vul|, tuong duong véi chuan |jul|;, va chuan Jull, +
IVall, + Hvzqu tuong duong véi chuan ||ul|s, nén dé thuan tién ta c6 thé
stt dung chung trong luan an céac ky hiéu ||u||;, hodc ||ul2,.

V6i p = 2, khong gian Sobolev W#?2(Q) 1a khong gian Hilbert véi tich vo
huéng

Z (D%, D) ; u,v € W25(Q).
la|<s

Trong luan an nay, ta chit yéu st dung khong gian Hilbert W12(Q) véi tich
vo hudng

(u,v) + (Vu, Vu) := / wvdz + / Vu - Vodz
0 0

trong d6 Vu - Vv = (Dyu)(D1v) + ... + (Dgu)(Dgv).
Khong gian con Wolf(Q) ctia khong gian W1H2(Q) duge dinh nghia nhu bao
doéng ctia khong gian cdc ham tron u € C§(§2) v6i chuan || - |12 va div u = 0.
1 1
Chol < p < 00,5 € N, va dit p/ = Ll, ta c6 — +— = 1. Khi do,
p— p P
khong gian Sobolev W™*P(Q2) dugc goi la khong gian d6i ngau cia khong
gian W7 (Q), ta viét
W2(Q) == Wi (Q
nghia 1a W~57(Q) la khong gian clia tat ca cac phiém ham tuyén tinh

F:om [Fgl, o€ Wi Q).

Phiém ham tuyén tinh F goi la lien tuc véi chuan [|p]|s,y néu va chi néu
ton tai mot hang s6 C = C(F) > 0 sao cho |[F,¢]| < C|l¢llsy v6i moi
© € Cr(Q).

Chuan trong khong gian W~*P(2) dudc xac dinh béi

|LF, ¢l
0£9eCs°(Q) H90||s7p"

Néu 1 < p < oo, s € N, khong gian W*?(Q) va khong gian W*?(Q) 1a hai
khong gian phan xa. Do d6

1E=s.p =

WP (Q) = WP (Q)
O day ta dong nhat méi ham u € W, () véi mot ham

[ul i F— [Fou], Fe W (Q).
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Xét mot mién bi chan Q@ CR?, d>1va 1 < p < co. Phép nhing tu nhién

u—s u, u € Wy (Q)
xac dinh mot toan tit tuyén tinh bi chan tit W, 7 () vao LP(Q), do
1’
fuly <l v € W),

Do d6 phép nhing Wol’p(Q) — LP(Q2) 1a lien tuc. Hon ntta, phép nhing

trén 1a compact, nghia la moi day {u;}32, trong W, ?(), bi chin véi chudn

trong WP(Q), chita mot day con hoi tu véi chuan trong LP(€)) dén phan ti

u € LP(Q). Tit sup||uj|1, < oo suy ra u € W,P(Q).
jeN

Khi Q = R?, khong gian Sobolev cap phan H;(Rd) (s e R1 <p< )
duge dinh nghia béi

Hy(RY) = { f € S(RY) :3 g € L'(RY) sao cho (1+ |- )5 f() = () }

s = (1 = D)3,
Trong trusng hgp s 1a s6 tu nhien thi ta c6 chi ra ring hai chuan sau la

v6i chuan || f|

tuong duong

(3 1D%ulE)” ~ 1 = )3l

la|<s
va ta co W5P(R?) = Hi(RY).
Khi p = 2 thi khong gian H*(R?) := H3(R?) 1a mot khong gian Hilbert véi
tich vo huéng

(fg) = | FOIO+ Py de.

Véi Q 1a mién tron trong R?, s > 0, m = [s] + 1 14 s6 nguyén nhé nhat 16n
hon s, khong gian Sobolev cap phan H;(§2) duge xac dinh bang phép noi suy

H3(Q) = [LP(Q), W™(9)

s/m
Trong luan an ciing st dung khong gian Sobolev thuan nhat duge xac dinh
nhu sau: Ky hieu P;, 1a tap hgp ciia tat ca cac da thitc bién s6 thuc cé bac

[0¢}

nhé hon hosic bang k véi k € Ny. Ta dat Py, = |J Pr 1a tap hop clia tat ca
k=0

céc da thie. Ky hieu N = Ny [ J{+o0}, v6i k € N, ta xét quan hé tuong duong

trong S’
frovge—=f-gcP
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va ky hieu S'/P, 1a khong gian ciia céc 16p tuong duong ddi véi quan he
tuong duong ~y, . Néu u € &', ta ky hieu [u],. 1a 16p tuong duong clia n6 trong
S'/Py.. V6i k € Ny, ky hieu S 1a khong gian ctia tat ca cdc ham Schwartz ¢

sao cho

/:z:%o(x)da: =0

v6i v € N? bat ky, |y] < k v dit Soo = [ Sk. Méi khong gian S, k € N la

k=0
mot khong gian con clia S cadm sinh béi t6 po trong S. Hon nita, ta thay rang
(S)) = S'/Py.

Dé xéc dinh khong gian Sobolev thuan nhat ta can mot s6 dinh nghia toan

tit Laplace va bo dé sau.

Dinh nghia 1.7. Cho s > 0, v6i ¢ € S, bat ky, ta xac dinh toan tit Laplace
cap phan ctia ¢ bdi cong thric:

Ao = FH( - I9).
Bo dé 1.3. [37, 71] Todn ti
A28 — S,
la mot phép diang cdu vdi dnh za dong nhat
Tp = F ' (€]79) -

Tiép theo, véi [u] € 8'/Ps cho trudce, ta xac dinh mot ham suy rong khac
trong S’ /P, bang cach dat véi moi ¢ € Sy

(F-1Ma) ) = (. F (|- [¢))

trong do (-,-) 1a tich vo hudng gitta Sy va S’ /Ps. Khi d6, ta mé rong toan
tit A%/ tren khong gian (Sy) = &' /Ps nhu sau.

Dinh nghia 1.8. Ta xac dinh toan ti
A28 )Py — S'/Pu

V6l [u] € 8’/ Py ta dit
APl = F7H (|- 1'5)

va goi n6 1a toan ti Laplace cap s cua [u].
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Do s6 hang bén vé phai khong phu thudc vao su biéu dién trong [u] nén ta
c6 thé viét don gian [AS/ 2u} thay cho [As/ 2 [u]]

Véi 1 < p < o0, ta xac dinh LP 1a khong gian gdm tit cA cac phan ti
trong S’/ Ps sao cho moi 16p tuong duong déu c6 phan t1t dai dien thuoe LP,
nghia la

P = {[u] €S /Py : |[Wlff = inf [u+ P|}, < oo}

p
HL” PePo

RG rang, néu [u] € L?, thi dai dién ciia [u] trong LP 1a duy nhit. Do Sy 1
trit mat trong LP v6i moi p € [1,00), ta thu dude A%?u € L?, p € (1, 00) néu
va chi néu anh xa

S ot <u AS/2¢>

14 bi chin trong L. Trong trusng hop nay, ton tai duy nhat g € LP sao cho
<u,A5/2¢> = (g, %) v6i moi ¢ € Sy, va dit

A2y = [g].
Khong gian Sobolev thuan nhat H? duge xac dinh nhu sau.

Dinh nghia 1.9. Cho s > 0va 1 < p < oo. Khi d6, khong gian Sobolev thuan
nhat H? duge xac dinh béi

i = {[f] € 8 /Pw: APf € L1}
va ta dat
P _ || AS/2
71, = | A2
Do d6, khong gian Sobolev thuan nhat H P ]a khong gian cua cac 16p tuong
duong trong S’ /P, xem [37, 61].

Bo dé 1.4. (Bat déng thc Sobolev). Néu s1 > s9, 1 < qi, q2 < 00 va
d

$1 — — = 89 — — thi ta co dnh xa nhing sau
q1 q2

iy
1.1.6 Khong gian Lorentz

Ta sé stt dung khong gian Lorentz dudi day va mot s bat dang thiic quan
trong trong khong gian nay.
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Dinh nghia 1.10. [1] Gid st Q C R4, d > 1, 1 < p,r < co. Khong gian

Lorentz LP"(Q) duge xac dinh nhu sau: Mot ham do duge f € LP"(2) néu
va chi néu

1 ardt z
e = (5 [ Gy ) <o

(F P sup tr f(t) < oo

khil <r < oo va

khi r = oo trong do

F @) =inf{r: Mi{zeQ:|f(x)>71}) <t}
v6i M9 1a do do Lebesgue trong R?.

Bo dé 1.5. [55] (Bat ding thiic Hélder trong khong gian Lorentz).
Chol<r,pg<oowval<r pq<oo thoa man
1 1 1 1 1 1

-—va—-—=—-+—-.
p q rop q

,
Gid st rang f € LPP(Q) va g € LYYQ). Khi dé, fg € L™ () va ta cé bat
dang thite sau

I74]

L@ S Hf”LPa?(Q)Hg”LM(Q)' (1.4)
B6 dé 1.6. [55] (Bat dding thitc Young cho tich chdp trong khong gian Lorentz).
Chol <rpg<ooval <7 p qg<oo théa man moi quan hé
11 1 1 1 1
]. + — -4+ - va - = — —.
r q r p g

Gid st ring f € LPP(RY), d > 1 va g € L49(RY). Khi do, f * g € L""(R?)
va ta 6 bat dang thic sau

s

Lp:p

1 9ll o S AN s ll 9] s (1.5)
Bo dé 1.7. [55] (Tich chap ciia cic khong gian Lorentz).
Giastl<p<oo,1<qg<oo,l/p+1/p=1wal/qd+1/q=1. Khi do,
todn ti tich chdp la todn ti song tuyén tinh bi chin:
a) Tw LP4 x LY vao LY,
b) Tw LP9 x LY vao L™,
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c) Tu LP1 x LPr® gao LP22 voi 1 < p,p1,p2 < 00,1 < q,q1,q2 < 00 théa
1

1 1 1 1 1
man —+1=—-+— va — = -+ —.
D2 P P q2 q 41

1.2. Mot sb toan tit co ban trong hé phuong trinh Navier-Stokes

1.2.1 Toan ti¥ Helmholtz-Leray
Gia st Q C R? 1a mot mién bat ky véi d > 2. Dat khong gian
G(Q) = {f € L*(), ton taip € L},.(Q) : f = Vp}.
B6 dé sau chi ra ring G(Q) 1a tryc giao véi L2(Q), ta viét
G(Q) = L2(Q)*.
Bo dé 1.8. [68] Gid sit Q C R d > 2 la mot mién bat ky. Khi do
G(Q) = {f € L*(Q)", (f,v)o =0 vdi moiv € L2(Q)}
va moi f € L*(Q)? ¢6 mot sy phan tich duy nhdt
f=71+Vp (1.6)
vdi fo € L2(Q), Vp € G(Q), (fo, Vp)a =0 va
1115 = 1 follz + IVpl[5.

Tit bo dé suy ra P 1a toan tit tuyén tinh bi chan tit L2(Q)? vao L2(Q)
xac dinh boi Pf := fy v6i fy trong (1.6). Khi d6, P duge goi 1a phép chiéu
Helmholtz-Leray (goi tat 1a phép chiéu Helmholtz) tit khong gian L?(2)¢ vao
khong gian L2(9Q).

Bo dé 1.9. [68] Gid sit Q C R, d > 2 la mot mien bat ky va f = fo+ Vp la
phép phan tich Helmholtz cia f € L*(Q)?. Khi do

P: L*(Q)? — L2(Q) (1.7)

zdc dinh bdi Pg := fo vdi moi f € L*(Q)? la mot todn i tuyén tinh bi chdn
vdi chudn ||P|| < 1. Do dé

1BFll2 < |I£]l2, f € LX(Q)". (1.8)
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Vi moi f,g € L3(Q)?, todn tt P c6 cdc tinh chdt sau:

1.P(Vp) =0, 2.(I —P)f = Vp,
3P2f = Pf, 4.1 -P)?f=(I-P)f,
5.(Pf,g) = (f,Pg), 6.|1£113 = [[P£I5 + [I(I — P)f]5.

1.2.2 Toan tir Stokes

Gia st H la khong gian Hilbert thuc v6i tich vo huéng xac dinh béi
(u,v )y = (u,v) vachuan |ul|yg = ||Jul| = (u,u)é, u,v € H.
Ta xac dinh toan ti B : D(B) — H la mot toan tit tuyén tinh déng véi
mién tri mat D(B) C H va toan tit déi ngau clia n6 B’ v6i mién tru mat
D(B’) C H sao cho

(u, Bv) = (B'u,v) v6i moi v € D(B), u € D(B').

Khong gian D(B’) gom tat ca cac ham v € H sao cho ham v — (u, Bv),
v € D(B) lién tuc véi chuan ||v||g. Néu B = B', nghia 1a D(B) = D(B’') va
Bv = B'v v6i moi v € D(B) thi B dugc goi 1a toén ti ty lien hgp. Mot toan
tt tu lien hop B duge goi 1a duong néu (v, Bv) > 0 véi moi v € D(B).

V6i moi A € [0,00), gia st F) 1a toan tit chiéu tit H vao khong gian con
Dy C H. Ta goi {E), A > 0} 1a ho cdc phép chiéu. Khi do, ta viét

E)\ = s — lim E)\
0 Ao

néu va chi néu Fyv = s — /\hrf\l E\v v6i moi v € H (hoi tu manh trong H).
— Ao

Gia st ho {F), A > 0} thdéa man cac tinh chat sau:
a) E)\EM:ENE)\:E)\VGiinOS)\S/L<OO.
b) EA:s—lirriEuvéiinO<u</\<oo.

[—
c) BEy=0,s— limE) =1.
A—00

Khi do, {E\, A > 0} dugdc goi 1a pho clia toan tit dong nhat I trong [0, 0o).

Gid stt B : D(B) — H 13 mot toan tit duong ty lien hgp bat ky v6i mién
D(B) C H. Khi d6, ton tai duy nhit mot pho xac dinh {E), A > 0} sao cho

B :/ ME,, D(B)= {u c H; / M| Eyw|? < oo}.
0 0
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V6i mdi ham thuc lién tuc g : [0,00) — R, ta xac dinh toén t ty lién hgp
oB) = [ g,
v6i mien xac dinh
Do) ={ve i [~ OBl <o}
Ta xac dinh toan tu mu
B® = /Ooo \dEy, D(B%) := {v c H; /OOo Nd|| Byl < oo}

v61 moi o > 0.

Gia stt Q C R?% d > 2 1a mot mién bat k¥, ta xac dinh khong gian

Wiy (Q) € L2(9).

Trong luan 4n, ta ciing can st dung toan tit A : D(A) — L2(Q) v6i mién
xéc dinh D(A) € L2() nhu sau: Cho D(A) € Wy2(€) la khong gian ctia
tat cd cadc ham u € Wolf(ﬂ) sao cho ton tai f € L2(€) théa mén

(Vu, Vo) =(f,v), ve ).
Vay D(A) la khong gian ctia tat ca cac ham u € Wolf(ﬂ) sao cho
v— (Vu, Vo) , ve Gy ()
lien tuc v6i chuan ||v]2. Véi moi u € D(A) ta c6 Au € L2(2) xac dinh béi
(Vu, Vo) =(Au,v) , veCFQ).

Toan tt A dugce goi 1a toan tit Stokes ciia mién Q. Do A 14 toan t ty lien
hgp duong nén ton tai duy nhat mot pho xac dinh {E), A > 0} trong khong
gian Hilbert L2(Q) va

A= [ adB, D)= {ve L2 vl = [ NdlBwlf < ocf.

0 0

Toéng quat hon, ta xac dinh toan ti& mii A* : D(A%) — L2(Q) trong d6

—1 < a <1, theo [68] nhu sau: A® 1a toan tit tu lién hgp duong xac dinh béi

A% = / )\adE)\,
0
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trong d6 mien xac dinh

D(A%) := {v € L3(Q); || Avll3 :/0 || Byl < oo}.

Ta c6 tinh chat nhiing ctia mién D(A®) vao khong gian L4(Q)? trong trudng
hop Q la mién tong quat nhu sau: Cho Q C R? d > 2 1a mot mién bat ky,

0<a< 5,2 < ¢ < o0 V6 5= — 4+ 2a v A 13 toan tit Stokes trong mién 2.
q
Khi d6, néu u € D(A®) thi u € L1(Q)? va

[ully < ClIA%ull2 (1.9)
trong d6 C' = C(«, ¢) > 0 1a hang so.
. 1 .

Ky hi¢u D(A™) C 55, (), 0 < a < 5 la khong gian ctia tat cd cac ham
[u,.] - v = [u,v] xac dinh tren C§%(Q) va lien tuc véi chuan [|A%v||,. Khi
46, toan tit A= : D(A™) — L2(Q) la théc trién déng tit D(A™*) vao mién
D(A™%) va xéc dinh béi

[uv U] = <A_au7 Aav>7 CAS C(()),OO'(Q)

Do d6, toan tit A=“P I toan tit bi chan tit LI(Q)? vao L2(Q), nghia la véi

mdi ham f € LY(N)%, ta c6 Pf € D(A™) va

1 3 3
|A=Pf |2 S Cllfl, 0Sa <5 1<g<2 2at5=", (1.10)
Ta co
|AZulls = [|Vulls, u € Wy 2(Q) = D(A?). (1.11)

1.2.3 Nita nhém Stokes e 4
V6i moi t > 0, ta xac dinh toan ti
S(t) == e ™ ::/ e M E,.
0

Do A — e ™ X\ >0 1a ham bi chan duong xac dinh trén [0, c0) nén S(t)
1a toan tit bi chan va tu lien hop duong trong khong gian Hilbert L2(€2). Toan
tit chuan [|S(¢)]| cia S(t) théa man wéc lugng sau

1S@)|| <supe <1
A>0
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v6i moi t > 0. Tt cong thiic bieu dién ctia S(t) ta c6
S(t)S(r) = /OOO e e ME) = /000 e"HANE,
hay ta con c6 thé viét
St)S(r)=S({t+71)

v6i moi t, 7 > 0. Dac biét, véi t = 0, ta co
S(0) = / B, = I,
0

trong d6 I 1a toan tit dong nhat.
Khi d6, ho céc toan tit {S(t); t > 0} duge goi la nita nhém Stokes ctia €2,
xem [9, 35, 36, 74].
V6i 0 <a<1vat>0,tacosup A\e ™ <t~ Khido
A>0
A%t = A°S(t) = / e M E,
0

14 toan ti bi chin v6i chuan toan ti
ACe ) < e,
Ta c6 e v € D(A%) v6i moi v € L2(Q) va
Aae—tAU _ e—tAAav

v6i moi v € D(A®) va t > 0, nghia 1a e~*4 ¢6 tinh giao hoan véi A®. Tit cong

thitc chuan clia toan ti, ta c6 A% théa man udc luong nita nhém sau
A% ||y <t ||ulla, u € LA(Q), 0 <a < 1. (1.12)
Trong luan an ta ciing can uéc lugng vé nita nhém Stokes sau:
Cho Q C R? 13 mot mién bat ky, {S(¢); t > 0} 1a ntta nhém Stokes ctia mién
Q, 0 < T < oo. Khi d6 Ave "y € L*(0,T; L2(Q)) va

”Aé@imu |27s;T < HUH% u € L?y(Q)v 25 s <00, (1'13)
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1.3. Nghiém cua hé phuong trinh Navier-Stokes

Xét he phuong trinh Navier-Stokes trong mién tong quéat
4

ur — Au+u - Vu+ Vp =0,

divu =0
; VEE (1.14)

| w(0,7) = ug

trong d6 2 C R? 1a mién tong quét, 9 1a bién ctia mién Q, [0,7),0 < T < oo
14 khoang thoi gian va ug 1a gia tri ban dau tai thoi diém ¢ = 0. Céc dai lugng
chua biét 14 van téc u(t, z) clia chat 16ng tai thoi diém ¢, vi trf 2 va dai lugng
ap suat p(t, ).

Trong luan an, ta can st dung nghiém yéu va nghiém manh ciia hé phuong
trinh Navier-Stokes trong mién tong quat  C R? nhu sau:
Dinh nghia 1.11. [68] Gia st ug € L2(Q).
1. Mot truong vecto

we L¥(0,T; LE(Q)) N L ([0, T); Wy 7 () (1.15)

duge goi 1a nghiém yéu (theo nghia Leray) clia hé phuong trinh Navier-Stokes

(1.14) v6i gia tri ban dau u(0, z) = ug néu thoa man he thiic
- <u7 wt>Q,T + <VU, Vw>Q,T o <u ® u, v7~U>Q,T - <u07 w>Q (1'16)

voi moi w € C°([0,7); C55,(2)) va u thoa man bat dang thic niang lugng

1 t 1
5 @Iz + / IVu(m)3dr < 3 fluoll (L.17)

v6i moi t € [0,T).
2. Mot nghiem yéu u dugce goi 1a nghiém manh cia hé phuong trinh Navier-
Stokes (1.14) néu théa man diéu kién Serrin dia phuong
w e L, (10,7); /() (1.18)
3

2
v6i moi 2 < s < o0, 3 < g < 00, trong d6 — 4+ — < 1.
s q
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Trong trudng hop = R3, ta xét bai toan Cauchy cho hé phuong trinh

Navier-Stokes trong ca khong gian R? nhu sau:

u—Au+ V- (u®u)+ Vp=0,
div u = 0, (1.19)

u(0, ) = uy.

Dinh nghia 1.12. [11] Cho T" > 0, mot trudng vects u duge goi la nghiém
mém ctia hé phuong trinh Navier-Stokes (1.19) trén [0, 7] véi diéu kién ban

dau vy néu v théa man phuong trinh tich phan
t
u=ePuy — / e=APY . (u(s) ® u(s))ds.
0

Nhan ciia toan t truyén nhiét e duge xac dinh béi

ePu(z) = ((At) 32 s ) (2).



Chuong 2

Tinh chinh quy va dang diéu tiém
can nghiém cua hé phuong trinh

Navier-Stokes trong mién tong quat

Trong chuong nay, ching to6i nghién citu vé tinh chinh quy va dang dieu
tiem can ctia nghiém yéu cho bai toan bién ban dau ctia hé phuong trinh
Navier-Stokes trong mién téng quat. O day, ching toi thu duge két qua la
cac dinh 1y vé tinh chinh quy, dang diéu tiém can ctia nghiém yéu trong mién
tong quat Q C R3. Phuong phéap chitng minh céac dinh 1y dua trén 1y thuyét
Ve sy ton tai clia nghiém manh dia phuong va nghiém manh toan cuc, mot
s6 tinh chat ctia toan ti song tuyén tinh B(u,v), dinh 1§ nhing va mot s6
uéc lugng nita nhém Stokes.

Chuong nay gom hai phan: Phan thtt nhat trinh bay vé tinh chinh quy cta
nghiém yéu cho hé phuong trinh Navier-Stokes trong mién tong quéat. Phan
thtt hai trinh bay vé dang diéu tiém can ctia nghiém yéu cho hé phuong trinh
Navier-Stokes trong mién tong quét.

No6i dung ctia chuong nay dya trén cac bai bao [1], [2] trong Danh muc céc

cong trinh khoa hoc da cong bo lien quan dén luan an.

36
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2.1. Tinh chinh quy ctia nghiém yéu cho hé phuong trinh Navier-

Stokes trong mién tong quéat

2.1.1 Dit bai toan

Trong phan nay, ta nghién cttu bai toan bién ban dau ctia hé phuong trinh

Navier-Stokes (1.14) trong mién tong quat nhu sau:

( ur — Au+u - Vu+ Vp =0,
div u = 0,

| w(0,2) = ug

trong d6 Q C R? 13 mién tong quat, nghia 14 mot tap con md, lien thong va
khong bi chin trong R3, 90 1a bién ctia mién Q, [0,7),0 < T' < oo 1a khodng

thoi gian va ug & gia tri ban dau tai thoi diem ¢ = 0.

Dinh nghia 2.1. [25] Mot nghi¢m yéu u ctia h¢ phuong trinh Navier-Stokes
(1.14) dugce goi 1a chinh quy trong khoang (a,b) C (0,7) néu thoa man diéu
kién Serrin

ue Ly (a,b;LYQ)) (2.1)
v612<3<oo,3<q<oo,§—|—§:1.

q
Mot thai diem ¢ € (0,T) dugce goi 1a mot diém chinh quy ctia nghiem yéu

u néu ton tai mot khoang (a,b) C (0,7) sao cho u chinh quy trong khoang
(a,b) véia <t <b.

Xét cong thicc nghiém thoa man phuong trinh tich phan sau
u(t) = e g — Az /Ot e_(t_T)AA_%IP’(u - Vu)dr. (2.2)
Ta biét rang
w € L¥(0,T5 L3(9Q)) N Liy ([0, T); Wy 7 (%))

la nghiém yéu ctia hé phuong trinh Navier-Stokes (1.14) véi gia tri ban
dau wug néu va chi néu u 1a nghiém ctia phuong trinh tich phan (2.2), xem
Dinh 1y 1.3.1 trong [68], trang 270.
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Néu €2 14 mién bi chan thi luon ton tai nghiém yéu v théa man bat dang

thitc nang lugng manh

1 ' 1
1O+ [ IV ar < 5 (e (23

voi hau hét ¢/ € [0,7) va véi moi t € [/, T), xem [68]. Két qué tuong ty trong
mién khong bi chin ciing dude chiing minh bdi nhém céc tac gid R. Farwig,
H. Kozono va H. Sohr [20] nam 2005. Két qua thu dugc trong mién khong bi
chin nay sé dudc ap dung dé ching minh céc két qua chinh dudi day.

2.1.2 Cac tinh chat ctia toan ti song tuyén tinh B(u,v) va nita

nhém Stokes ¢4

Dau tién, dé nghién cttu céc tinh chat clia todn t1t song tuyén tinh B(u,v)

ta xac dinh khong gian bd trg K31 gom tat cd cdc ham u sao cho

)

[l

t2u € BO([0,T); D(A

lim t2HA2u H2 (2.4)

véi —1 < §<35 <00, a=35-—35. Khong gian bo tro KC5 + duge xac dinh béi

= sup t2

A3 2.5
o<t<T 2 H2 ( )

I

&
’C§T

Trong truong hgp 5 = 3, dé thuan tién ta dinh nghia khong gian K2 s nhu
mot khong gian con BC([0,T); D (A%)) véi dieu kién u(t, x) théa man

lim||A2u(t)

t—0 H2 =0

Ta xac dinh
= K5, N L>(0,T; L2(Q) N LA([0, T); Wy 7 ().

Bo6 dé 2.1.
a) Neuf <1l,y<lwat>0th

t 1
/ (t —7) 77 %dr = C1t 7, trong do Cy = / (1—7)"777%7 < 0.
0 0
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b) Néuf < 1 thi

D[

/2(75 — 1) 770 = Cot' Y trong dé Cy = / (1—7)"77%r < 0.
0 0

c) Néu~y <1 th

t 1
/ (t — 7)1 0dr = Cst' ™70, trong do Cy = / (1—7)"77r7%r < 0.
3 3

Chitng minh. Khong mét tinh téng quat, ta c¢6 thé déi bién 7 = ts. Ap dung
vao cac biéu thic tich phan trén ta thu dudgc cac két qua ctia Bé dé 2.1. O

Ta ching minh két qua sau day vé nghiém ctia phuong trinh bac hai trong
khong gian Banach, bo dé dudi day la sy khai quat hoa ctia Dinh 1y 22.4
trong [55], trang 227.

Bé6 dé 2.2. Cho E va F la hai khong gian dinh chudn sao cho ENF la khong
gian Banach vdi chuan ||z|gnr = ||z||g + ||z||F. Gid st ring B la todn ti
song tuyén tinh tu (ENF)x (ENF) vao ENFE sao cho ton tai mot hang so
duong v > 0 thoa man

1Bz, y)lle <Alzlelyle, vdimoiz,ye ENF,
1B(z,y)llr <~llzllellyllr, vdimoiz,y e ENFE,
1B(z,y)llr < Allzllrllylle, vomoix,y € ENE.

) . 1
Khi do, co dinh y € ENF bat ky sao cho ||y||lp < e phuong trinh
Y
) 1
r =y — B(x,x) ¢ duy nhat nghiem T € E N F théa man ||Z||p < ot
gl
Chiing minh. Tinh duy nhat ctia T trong £ N F 1a 16 rang, hon nita 7 1a duy
nhat trong E. Do d6, ta chi can chitng minh sy ton tai ctia z trong £ N F.

Lay day {x,}°°, xac dinh bdi
To =Y Va Tpi1 =y — B(x,, 7).

Tit cach xac dinh day {x,}2%,, ta c6 the chitng minh bing quy nap rang
|znll2 < 2||y||p v6i moi n. That vay, gid st ||x,||z < 2||y||z. Khi d6

[enialle = lly = Bwn, 20)lle < lylle +llznllzllenl 2.
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Theo gié thiét ta ¢6 [|znlle < lyle + 4yl < 2lylle vi 4yllyle < 1.
Vay ||z,|le < 2||ly||g v6i moi n. Ta c6
[Zn1 = Zalle = ([ B(zn, 20) — B(#n-1,20-1)| £

< B(@n 2n) = B(@n, 2 )l|5 + 1B 1) — B@a 1,20 1)l

<Yzallellzn — zn-1lle + Yllzn-1llEllza-1 — zn-1lle
=Yz = znalle(llznlle + lzn-lle)-
Theo chitng minh quy nap trén ta thu dugc

lzn = znalle < 4rlyllele.s — znolle

bat 4v||y||g = k, suy ra

lzn = 20l < K"yl 2.

Do do

Hxn - meE < Hxn - xn—lHE +oee HCEmH - meE

<K+ K+ ) yle

km
< 1% |yl — 0 khim,n — oco.

Do d6 {z,,}22, 1a mot day Cauchy trong E. Ta sé chi ra rang {z,,}>2, ciing

la day Cauchy trong F'. That vay, ta c6

1 —xollr = 11By, y)llr < ylyllelyllr.

Suy ra
||5Cn+1 - anF = HB(ZEn, Ly — xn—l) + B(xn - xn—lpxn—l)HF
<Allzollellzn — wo-allr + Yllen-allgllen — zn-allr

<Hlyllellzn = znallr, voi dylylle < 1.

Chiing minh tuong tu nhu trén, ta co

lim ||z, —z,|r = 0.
m,n—00

Diéu nay chimg minh rang {z,}°2, 124 mot day Cauchy trong F.
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Vi vay, {z,}>2, 1 mot day Cauchy trong £ N F, nén day {z,}>>, hoi tu
trong £ N F dén mot phan ttx € ENF. T

lz,l|E < 2||y||lp v6i moi n, ta
suy ra rang [|Z]|p < 2[|yl[e < >
Bé dé dude ching minh. ]
Cac bo dé dudi day sé nghién ctiu vé toan tit song tuyén tinh B(u, v) dugc
xac dinh bdéi

BO[—=

t
B(u,v) = A / e_(t_T)AA_%IP’(u - Vo)dr.
0

Bé6 dé 2.3. Cho s1,59,53,5 va T € R sao cho

1
—1 < 51,8 <1, 51+ 59 >0, —1<83§81—|—82—§,
ma{s 1}<§<3 T >0
X{ 83, —— — :
39 o) = 27

Khi dé, todan ti B la song tuyén tinh tu g;l r X Q;QT V40 ’C§3T va thoa
man bat dang thic sau

31—0—52—53—1/2

|Bav)| . ST

K (2.6)

.
’Csl,T 2,

s
53,T

Chiing minh. Cho u € IC;LT, v E IC;Q’T.
t

I= HAEB(U,U)H

~(t=1AA=5P(y - Vo )d H _
, e (u-Vo)dr DA%

1
‘0 )
t

IA

~(t-T)A 4=3P(y - H d
e (u- Vo) e T

S5+

216_@_7)’4/4_%]?(11 : Vv)H2d7'

A

5+1/2
2

I
S———

e*(t*ﬂAA*%IP’(u - V) H2d7'.

. L e s+ 1/2
Ap dung bat dang thic (1.12) véi a = s+1/

t _541/2
]S/(t—T) 2
0

Ap dung bat ding thic (1.10) véi a =

t _
15/(75—T)”%”
0

ta dugc

A~ P(u - Vo) H2d7.

1 va bat dang thic Holder, ta dugc

u- Vol dr

3
2
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t _
< / (t—7)"7"
0

Tit bat dang thiic (1.9), bat dang thic (1.11) va Bo dé 2.1, ta c6

¢ )
[5/(75—7‘)_%21/2
0

- t s s s
< sup flT”AQu( )H2 Supf 3 HAQU( )HQ/ (t—T)_ +21/27_ 1;2_1d7
0

HY7UH2dT.

(2.7)

0<€<t 0<é<t
s1tsp—5-1/2 1-sp0 1 Losp 41
St sup &7 A€l sup &2 [ Az
0<g<t 0<¢<t
Do do

B 51+s9—s3—1/2 1
AFB(uv)| S £ sup €7 [ Abu(€) 2 sup
2 0<¢<t 0<E<t

1

20(8)l2-

51

Danh gid (2.6) dugdc suy truc tiép tit bat dang thic trén. Gio ta sé kiém
tra diéu kién (2.4) cho toan tit song tuyén tinh B. That vay, ta c6

hmt2HABuvH2 0,

t—0

trong do
— limt 2°

[
2 t—0

hmt 2
t—0

| Azu(t) |Azu(t)]|, =

Vay, tF%AEB(u v) lien tuc tai t = 0. Tinh lién tuc tai cdc diém con lai
dugce suy ra mot cach tuong tu bang cach viét lai biéu thic HE fot : ]

Bé dé 2.4. Cho p va s € R théa man
2
1, —— .
5 Ss<1 7 L <p<oo
Khi doé, todan ti B la todn ti song tuyén tinh tu
(G n27(0.7): D(AD)) ) x (GLN L (10,7): D(A2)) ) dén Lr([0,T); D(AD))

va théa man bat dang thic sau

s— Uz
‘B(u’v) o ([0.7):D(A%)) ~T HuHKl I HL’”(OT)D(A%))
va
360 oyt 5T Wl o)
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Chitng minh. Ap dung bat ding thitc (2.7) v6i5 = 1, ta c6

4B, 5 [ @Atk N

t
<y, [ (=77t F|4bo(o)

Tit bat dang thic (2.8), ap dung céc bat dang thitc (1.5) va (1.4), ta thu
duoc

‘ = HHA 2 B(u,v H
7)) Lrr([0,77)
< b, 1o l-l‘% e 1T FMARO] e
< Tl [, W@v"MP]>
s— 1/2
ST H HIC1 H HLF(OT) (AZ))’
trong do6 1jy 7 1a ham chi thi cia tap [0,7] trén R va cha y rang
[toml -1, _ = crie

1 N Z
vi 0 < a <1, 1<p< —vac(C lahang so duong khong phu thudc vao T
Q

Bang lap luan tuong ti, ta c6 udc luong sau

s— 1/2

ST

4Bl ST Telle Bl orymiat)

B6 dé dugc ching minh. ]

B6 dé 2.5. Cho
E ’C1 A F - Q;T M Q&T,

trong dé 0 < T < co. Khong gian F dugc zdc dinh bdi chuan
Julle := el + g, + el ) * 140 (i)

Khi dé, toan ti B la song tuyén tinh tu F x F vao F théa man

|B(u,v)z < nllulle vz, YuveF, (2.9)
[1B(u,v)l[r < nllulle lvllr,  Yu,v e F, (2.10)
[1B(u,v)[r < nllullr vlle VYu,veF, (2.11)

trong dé n la hang s6 duong khong phu thuoc vao T.
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Chimg minh. Uéc lugng (2.9) dude suy tryc tiép tit viec ap dung Bo dé 2.3

V0181282=83=;, =1. 1
Ap dung B6 dé 2.3 véi s = 3 ,So =83 =5=0, ta co
B oz = 1By, S Tl - 212
T Bo dé 2.3 véi s; :%, s9=s3=0vas=1, tacod
1By, S Tl Nl = Rollsllellg, @13
Cudi ciing, 4p dung Bo dé 2.4 v6i p = 4,5 = %, ta co
| B(u,v)]| S llullellvl (2.14)

L4 ([o,T);D(A%)) Lt ([O,T);D(A%)) '

Uéc lugng (2.10) duge suy ra tit cac bat dang thic (2.9), (2.12), (2.13) v&
(2.14). Bang lap luan ching minh tuong tu, ta duge (2.11). ]

B6 dé 2.6.
a) Néuug € D(A2), 0<s <1 th ey el
b) Néu ug € D(A3) thy e Ay e F.

Chitng minh. a) Ap dung bat déng thitc (1.12), ta c6

1-s

t 2

1
A?etAu()H =1z
2

Ta s& ching minh diéu kien (2.4). Do C§%(Q2) trit mat trong D(A2), nen
v6i moi € > 0, ton tai mot ham u. € C5%,(Q) C D(A?) sao cho

El g
HA2(u5—uO)H2 < o
Suy ra
1-s 144 1—s 1 A 1—s —|
tz ||Aze uoH2§ tz ||Aze (ue—uo)‘2—i—t2 Aze " u, )
< ’Ag(ug—u())H + ot |le M A, ,
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Ta c6 thé chon ty(e) = to(u.) dt nhé sao cho

1—s

12

1
A2u,

<< i oi t < ty(e)
— v6i moi :
, <3 . 0

Do do,
1—s

t 2

Aée_tAuoH2 < e vOi moi t < ty(e).
b) Tit bat ding thitc (1.12), suy ra
le™ A ugl2 < Jluolla-
Vi vay, e uy € L°([0,T); L*(Q)). Tit bat déng thitc (1.13) , ta c6

— HAie—tAAiuoH < || Atug|s < oo.

1
ke
2,4,00

2,4,00
Do d6, e *4uy € L*([0,T); D(A%)). Ap dung phan a) ctia BS dé nay cho
ug € D(Az) C LA(9), ta dudc ety € KL NS, vay e g € F.
B6 dé dugce chiing minh. O

2.1.3 Tinh chinh quy ctia nghiém yéu cho hé phuong trinh Navier-

Stokes trong mién téong quat

Trong phan nay, ching toi trinh bay hai két qua vé tinh chinh quy cia
nghiém yéu cho hé phuong trinh Navier-Stokes trong mién tong quat 2 C R3.
Két qua dau tien mé rong két qua clia nhom cac tac gid R. Farwig, H. Kozono,
H. Sohr [25] ndm 2010 v6i Q 1a mién bi chin va md rong két qua ctia R. Farwig,
P. F. Riechwald [28] nam 2016 v6i mién tong quat nhung bien 99 thudce 16p
C?. Dé chiing minh két qua chinh ta can dinh 1y vé sy ton tai nghiém manh

dia phuong va nghiém manh toan cuc trong mién tong quat sau day.
Pinh 1y 2.1. Gid st Q C R® la mién tong qudt.

a) Khi dé, ton tai hang so duong D sao cho vdi moi gid tri uy € D(A
0 < T < oo théa man

e

) va

sup t%HA%e*MuOH2 <D (2.15)
0<t<T

hé phuong trinh Navier-Stokes (1.14) c¢6 nghiém manh u trong khodng [0,T)

vdi cdc tinh chat sau:
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(SIS

u € L*([0,T); D(A2)) (2.16)
va
(1+t)iu € BO([0,T); D(AT)). (2.17)
Dic biet, vdi uy € D(A3) bit ki, luon ton tai T = T(ug) di nhé sao cho
bat dang thite (2.15) diing.

S 1 Z ? £
b) Cho ug € D(A2), 3 < s < 1. Khi do, bat dang thic (2.15) ding néu
730672 Afuy|, < D. (2.18)

Chimg minh. a) Tt Bo dé 2.2, Bo dé 2.5 va Bo dé 2.6 b), ta suy ra ton tai
hing s6 D > 0 sao cho néu

—tA

el = sup ¢4 ake 4], < D,
<t<T

0
thi phuong trinh tich phan (2.2) ¢6 nghiém duy nhat u trong khoang (0,7)
thoa man
we F CL(0,7); LX) N LY([0,T); D(A?))
C L°(0,T; L*()) N L ([0, T); Wy 2(9))
va u 1a nghiém phuong trinh tich phan (2.2), nghia 14 « 13 nghiem yéu clia
hé (1.14). Do

we L'([0,T); D(4%) € L*(0.T); L°(2),
suy ra nghiém yéu v théa man diéu kién Serrin, do d6 u 1a nghiém manh ctia
hé phuong trinh Navier-Stokes (1.14).

Ap dung BS dé 2.3 v6i s; = s9 = 53 = 5 = 3 ta co

sup [| A+ B(u,u)|, = || Blu, )]

2
& Sl <o,
0<t<T 5.7

DIl D=

T
va

sup [|Afe g, = sup [l ATugl], < [|Auoll, < oo.

T cac uw6e lugng trén, suy ra

sup HAiu(t)H2 = sup HA% (e_tAu() — B(u,u))

I
0<t<T 0<t<T
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< sup HA4e tAuoHQ—I— sup HA 1B(u,u H2 0. (2.19)
0<t<T 0<

) N 1 1
Ap dung Bo de 2.3 véi s1 = 552 =83 = 0Ovas= 2 ta dugce

oSlilth4HA 1B(u,u H2 = HB(U’U)HicéT N HUH;@%IH“HK(I)I < o0

Tt wée lugng (1.12), suy ra

sup ti]|Aie gy < |uolls < co.
0<t<T

T cac w6e lugng trén, ta thu duge

sup [ 4bu(t)], = sup #4143 (e g — B, )]

0<t<T 0<t<T
< sup t4HA4e tAuoHQ—I— sup t4HA4 u u)H2 < 0. (2.20)
0<t<T 0<t<T

Tinh chat (2.17) duge suy ra tit cdc bat dang thite (2.19) va (2.20). Gio ta
sé chitng minh diéu kién (2.15) dung khi 7' di nho. That vay, tiu dinh nghia
ctia khong gian KZ ;. , ta suy ra rang vé trai ctia bat dang thitc (2.15) hoi tu
vé 0 khi 7' dan dén 0. Vi vay, diéu kien (2.15) luon dang véi ug € D(A7T) bét
ky khi 7" = T'(up) di nhé.

b) Ta sé danh gia vé trai clia bat dang thic (2.15). Tt udc lugng (1.12), v6i
ug € D(A?), ta co

sup t4HA2e AuoH2 = sup t4HA T e M ARy, H2

0<t<T 0<t<T
< 1265721 A = 73672/ A
sup A0 DAt |, = 730Dt
Dinh 1y dugc ching minh. [

Tt diéu kién veé sy ton tai nghiém manh dia phuong va nghiém manh toan
cuc clia hé phuong trinh Navier-Stokes trong mién tong quat trén ta thu dudc
két qué chinh nhu sau.

Pinh ly 2.2. Gid st Q la mién tong qudt trong R3 va u la nghiém yéu cia hé
phuong trinh Navier-Stokes (1.14) théa mén bdt dang thic ndng luong manh



48

(2.3) trong khodng (0,T). Khi dé, néu ton tai hang so duong C' sao cho tai
to € (0,T) dong nang théa man bat ding thiic

S lluto = 0)5 — 3 llu(to) I3
lim

6—0t )

< C, (2.21)

N

tht u chinh quy tas t.

Nhan xét 2.1. Trong nhitng nam gan day, cic tac gia trong va ngoai nudc
da c6 rat nhiéu cong trinh nghién citu vé sy ton tai nghiém manh toan cuc
va nghiém manh dia phuong ctia hé phuong trinh Navier-Stokes trong mién
khong bi chan. Cu thé, véi Q 1a ca khong gian R?, d > 2, xem [12, 44, 45, 46,
47, 48, 50]; véi Q la nita khong gian n chiéu R?,d > 2, xem [32, 38, 72]; v6i
Q) 14 mot mién khong bi chan trong R? véi bien 99 thuoc l6p C3, xem [52];
va v6i  1a mién tong quat  C R3) xem [53]. H. Sohr [68] da chi ra rang ton
tai hiing s6 duong D sao cho véi moi gia tri ug € D(A3) va 0 < T < oo thoa
man uée lugng

7
" <D, (2.22)
2

hé phuong trinh Navier-Stokes c6 mot nghiém manh v € L8 (O,T; L4(Q)).

1
8 1

A4UQ
2

H ([ - B_QTA)AiU()

R. Farwig va H. Sohr [26] d& cai tién két qua trong [68], trong d6 diéu kien
(2.22) dugc thay bdi dieu kién yéu hon

T 1
(/ e 4uolf}ar)" < D.
0

Néu uy € D(A?) thi ta ¢6 thé ude luong vé trai ciia didu kien tren béi cac
bat dang thic (1.9), (1.12) va bat dang thic noi suy

T A 8 é T 3 A 8 % T A 3 8 é
([ e tulliar) s ([l sl jar) = ([l b ar)
0 0 2 0 2
T 3 8 % 1
<( [ At o) =1
0 2

Suy ra hé phuong trinh Navier-Stokes ¢6 nghiém manh v € L® (0, T, L4(Q))

1

Ain

3 1
4
" fuoll

Agu()H S T%
2

v6i gia tri ban dau uy € D(A?) sao cho
3
4

1
Ts || Azug , luolls < D.
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Néu st dung tinh chat trén dé chiing minh Dinh 1y 2.2 thi ta phai thay
dieu kién (2.21) béi dieu kién manh hon sau day

2 2
g lulto = 95 = 5 llu(to) 3
lim

0—0t )

<C

winy

Diéu kién trén r6 rang chua phai diéu kién t6i wu. Vi vay, dé chitng minh
Dinh 1y 2.2 v6i diéu kién tdi uu (2.21) ta can chiing minh ton tai hang s6
duong D sao cho véi moi gia tri ug € D(A%) va T' > 0 thdéa man

74| b, < D,

hé phuong trinh Navier-Stokes c¢6 mot nghiém manh trong khoang [0,7).
Dicu nay dugc suy ra tit Dinh 1y 2.1 b) khi s = 1.

Cu thé, ta c6 phan chitng minh két qua chinh trong Dinh 1y 2.2 duéi day.

Chiing minh. Khong mat tinh téng quat, ta c6 thé chon C = D?, trong dé
D 1a hang s6 trong Dinh 1y 2.1. Do u théa man bat dang thiic ning luong
manh (2.3) va bat dang thic (2.21), suy ra ton tai 6y > 0 d nhd sao cho

[Vu(r)lydr < ’

. <D
0_50 55

L1 [ 5 l[ulto = So)ll = 3 [lu(to)
t

va ton tai tap N C (0,7) ¢6 do do khong sao cho véi méi ¢’ € (0,7)\N bat

déng thic sau luon ding
! 2y [ 19 |Par < L), vi moi t > ¢ 2.23
§Hu(t)||2 + ; |[Vu(r)],dr < 5 |lu(t)]|5, véi moit >t (2.23)

Mt khéc, ton tai t’ € (tg — do, o)\ N sao cho
to
g < 5 2
SIvat s <at [ |vue)|fiar < D
to—0o

Do do,

51 || Adu(r)

- 53 IV u()l, < D (2.24)

Tit bat dang thiic (2.24), 4p dung Dinh 1y 2.1 b) v6i s = 1 ta dugc nghiém
manh v clia hé phuong trinh Navier-Stokes (1.14) véi gia tri ban dau u(t')
trong khoang [0, dp] thoa méan diéu kien Serrin v € L*([0,8); L9(©2)). Tu
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bat dang thic (2.23), suy ra u(t + t') 1a nghiém yéu ctia hé phuong trinh
Navier-Stokes (1.14) véi gia tri ban dau u(t') trong khoang [0,dg]. St dung
tieu chuan duy nhat ctia Serrin, xem [66, 68], ta thu duge u(t) = v(t — t)
trén (¢, ¢ + dy), vi vay u thuoc 16p Serrin L*([¢/, ¢’ + 69); L°(2)), hay u chinh
quy tai to € (t', ¢ + dp). O

Két qua thd hai trong phan nay ciia ching to6i ching minh ring néu

u(t) € D(A1) va lim |[A7(u(t — 8) — u(t))||, < C véi moi t € [0,T), véi
0—0t

C' 13 hang s6 duong du nho thi u 1a chinh quy trong [0, 7). Phan chitng minh
st dung 1y thuyét vé sy ton tai nghiém manh dia phuong va tinh duy nhat
nghiém trong mién tong quét.
Pinh 1y 2.3. Cho Q C R3 la mién tong qudt. Khi dé, ton tai hing so duong
C sao cho néu u la nghiém yéu cia hé phuong trinh Navier-Stokes (1.14)
trong (0,T) théa man u(t) € D(AT) vdi moit € [0,T) va

5111r(1)1Jr HA4( (t —6) —u(t))

thvu € L _([0,T); L5(Q)).

|, < C wdi moi t € (0,T) (2.25)

Nhan xét 2.2. Trong Dinh ly 2.3, néu ham w lién tuc trai tu [0,7) dén
D(A%) thi hm HA4( (t —6) —u(t))]|, = 0 véi moi ¢ € [0,T). Vi vay, dicu
kién (2.25) la dung.

V6i 2 1a mién tong quéat thi khang dinh trong Dinh 1y 2.3 1& manh hon
khang dinh ctia R. Farwig, H. Sohr va W. Varnhorn [27] nhung diéu kién ban
dau (2.25) khong yéu hon diéu kién trong [27]. That vay, gid st
u(t,x) = f(t)a(x), trong d6 a € D(A b > 0 va f(t) = 0 vdi

0<t<1, f(t) =

1 .
1 v6i 1 < t < oo. Khi do, w lién tuc trai tu [0, 00) dén

D(A%) vi vay u thda man diéu kién (2.25) nhung v khong thuoc khong gian
Li5.([0,00), D(AY)).

Chiing minh. Khong mat tinh tong quat, ta c¢6 thé chon C' = D, trong dé

D la hing s6 trong Dinh 1y 2.1. Ap dung Dinh 1y 2.1, ton tai nghiém manh v

ctia hé phuong trinh Navier-Stokes (1.14) véi gia tri ban dau ug trong khoang

(0,77"), trong d6 0 < T" < T sao cho v € L*([0,7"); L%(Q)). St dung tieu
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chuan duy nhat ctia Serrin, ta dudc u = v trong [0,7"], vi vay u thudc l6p

Serrin L*([0,T"); L(2)). Dat
T* =sup{T’ > 0:u € L*([0,T"); L°(22))}.

Khi d6, 0 < T* < T va u € Ly ([0,7%); L5(Q2)), ta chi can ching minh

loc
ring 7% = T. Gid st rang T* < T, do u € Ly ([0, T%); L%(Q)), suy ra dang

loc
thic

1 t 1
3 lu@®)[5+ [ |Vu(r)|3dr = 5 |ulto) |
to

dfmg voi 0 < tyg < T™, to <t<Tr.
Tit bat dang thiic (1.17) va dang thiic trén, ta suy ra bat dang thic
1 2 t 2 1 2
5 lullz + t IVu(r)lzdr < 5 [lulto) 3 (2.26)
0
théoa man véi moi 0 < ¢ty < T%, to < t < T. Tu B6 dé 2.6 a), suy ra

u(T*) € IC}/2 . va ton tai 6; > 0 dui nho sao cho

sup {1 HA%e_tAu(T*)

0<t<dy

<5 (D— tim A3 (T~ 8) —u(T))],)

0—0t+

Ap dung bat ding thic (2.25) véi C' = D, suy ra ton tai mot sé duong
09 < 51 dt nho sao cho
1 * * 1 . L * *
| A* (T = 82) = w(@))|, < 5 ( i A (u(T* = 8) = u(T))[|, + D).
0—0*t
T hai bat ding thic trén, ta thu dugc

sup tiHA%G*tAu(T* — 52)”2
0<t<2ds

< sup tiHA%e*tA(u(T* — 85) — u(T™)) H2 + sup t%HA%e*tAu(T*)
0<t<2d2 0<t<2do

< |JAT (w(T* = 8) — u(T™))||, + sup t1]|Aze u(T)
0<t<dy

2

I, , < D.

Ap dung Dinh 1y 2.1, suy ra ton tai nghiém manh v ctia hé phuong trinh
Navier-Stokes (1.14) véi gia tri ban dau u(T* — &) trong khoang [0, 245 sao

cho nghiém v théa man diéu kién

v e L([0,26,); D(AZ)) < L*(]0,285); L9(92)).
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Tit bat dang thitc (2.26), ta dugc u(t+1*—dy) 1a nghiém yéu ctia hé phuong
trinh Navier-Stokes (1.14) trong [0, 7 —T™* +d5) v6i gia tri ban dau u(T* —ds).
St dung tieu chuan duy nhat ctia Serrin, ta thu duge u(t) = v(t — T* + &)
VoL t € [T* — 0, T* + 0o], va u € L*([0, T* + d5); L°(€2)), diéu nay mau thuén
véi gid thiét. Do do, u thuoe khong gian Ly} ([0, T); L5(€2)). O

loc

2.2. Dang diéu tiém can ctia nghiém yéu cho hé phuong trinh
Navier-Stokes trong mién tong quat
Phan thi hai ctia chuong, chiing toi nghién cttu vé dang diéu tiém can cua

nghiém yéu cho hé phuong trinh Navier-Stokes trong mién tong quat  C R?
v6i chuan trong L2(12).

2.2.1 Cac tinh chat ciia toan tii Stokes trong mién tong quéat
Xét bai toan bién ban dau ctia hé phuong trinh Navier-Stokes (1.14) trong
mién tong quat nhu sau

( uy — Au+u-Vu+ Vp =0,
divu =0,

| w(0,z) = uo.

Ta xay dung cong thic clia nghiém yéu duéi dang phuong trinh tich phan
t

u(t) = e ug — / Aze”EDAATIP(u - Vu)dr. (2.27)
0

Ta thay

loc

we L¥(0,T; L2(Q)) N LL.([0,T); Wy 2 ()

1a mot nghiém yéu ctia h¢ phuong trinh Navier-Stokes (1.14) néu va chi néu
u théa man phuong trinh tich phan (2.27), xem [68]. Dé chitng minh céc dinh

1§ chinh ta can céc bo dé sau.
Bo dé 2.7. Gid situ € L*(Q) va Vu € L*(Q). Khi do

_1 5_
le P vu)| S5 ully 1 vull; ™
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. ) 1 3
trong do B la hang so duong sao cho 3 <pB< 3"

Chitng minh. Ap dung bat ding thic (1.12) véi a = g, ta dugc

He_tAIP)(u : VU)H2 = HAge_tAA_g]P’(u : VU)H2 <t®

A‘g]P’(u : VU)H2.

R . , N 3 3 ) L s .
Do ton tai 1 < ¢ < 2 théa man 8 + 5= nén ap dung bat dang thic
q

(1.10) véi o = § ta suy ra

He_tAIP’(u : VU)H2 S t‘gHu : Vu”q.
Xét bat dang thitc Holder ta co: Hu-Vqu < ||ul|[|Vu||2 trong d6 ¢, r thoa

1 1 1 1 1 3
man — = — + —. Ma—zé—k—nénsuyrar:—,nghiala
qg r 2 qg 3 2 I6;

.

w-Vul S uly [Vl
q

Ap dung bat ding thic noi suy, ta thu duge
_tA B _1 3-8 B _1 5.3
le - v S el vl IV uls S ¢l vl
B6 dé dugc ching minh. O

Bé dé 2.8. [52] Ton tai mot hing sé duong & sao cho néu uy € D(A3) va
|Asugls < 6 th hé phuong trinh Navier-Stokes (1.14) cé mot nghiém manh

vdi gid tri ban dau ug théa man |[Vu(t)|s <tz vdi moit > 0.

Bé dé 2.9. Gid st u la mot nghiém yéu cia hé phuong trinh Navier-Stokes
(1.14) vdi gid tri ban dau ug € L2(Q). Khi dé, ton tai gid tri to di lon sao
cho ||[Vu(t)||ls < t72 vdi moit > 1.

Chatng minh. Ap dung bat déng thic Holder, ta c6

1 2 o0 1
|4t :/ Md| Byl
2 0

< (/OOO)\ dHE)\uH%)é(/OOOdHE/\uH%)% (2.28)

1
= [[AzullafJull2.
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Xét nghiem yéu ctia hé phuong trinh Navier-Stokes(1.14) théa man bat

déng thiic nang lugng
1 5 t 1 5
5 lu®llz + t [Vu(m)lzdr < 5 flulto)ll; (2.29)
0

v6i moi t € [0,00) \ NV v6i N la mot tap ¢6 do do khong,.

Lay 6 13 mot hiang s6 duong trong Bo dé 2.8. Tit (2.28) va (2.29), suy ra
ton tai tg € [0,00) \ N du 16n sao cho

Julto) g, <
Két hop Bo dé 2.8, bat dang thitc (2.29) va diéu kién duy nhat ctia Serrin
(66, 68], ta thu dugc
IVu®)|2 <72 voimoi t > to.
Bo6 dé dude ching minh. O

Bo dé 2.10. Gid st ug € L2(Q). Khi dé

a) |le=*uglla — 0 khi t — oo.

b) Néu ug € L2(Q) N LINQ) vdi 1 < q <2 th
He_tAuOHQ = o(t_2(é_§)) khi t — oo. (2.30)

Chiing manh.
a) Xem Bo dé 1.5.1 trong [68], trang 204.
b) Ap dung bat ding thic (1.12), ta duge

e~ unll, = [le e = u
=[Gt e e as Gty (2.31)
< D) et a1y

Miit khac, tit bat dang thiic (1.10), ta co
A5 G8) € 12(0) (2.32)

Tit B6 dé 2.10 a), (2.31) v& (2.32) ta suy ra

1_1

He*tAu()HQ = o(t_5(4_2)) kht t — oo.

Bé dé dude ching minh. O
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2.2.2 Dang diéu tiém can ctia nghiém yéu cho hé phuong trinh

Navier-Stokes trong mién téng quat

Két qua dau tién cluia ching toi chitng minh rang nghiém yéu v ctia he
phuong trinh Navier-Stokes (1.14) v6i chuan trong L?(£2) ¢6 ciing toc do hoi
tu theo thoi gian v6i nghiém ctia hé Stokes thuan nhat véi cling gia tri ban

dau va s6 mil hoi tu nhé hon 1 Két qua nay mé rong két qua ctia W. Borchers

. 1 )
va T. Miyakawa v6i s mai hoi tu o € (O, 5) trong [5]. Noi dung két qua chinh

nhu sau.

Dinh 1y 2.4. Gid st Q C R® la mién tong qudt, ug € L2(Q) va u la mot
nghiém yéu cia hé phuong trinh Navier-Stokes (1.14) théa man bat dang thic
nang luong manh (2.3). Khi do

a) Néu |le " uglla = Ot ) v6i 0 < a < Z thi ||u(t)||2 = O@t™*) khit — oo.

) 3
b) Néu [le ugll; = o(t™) vdi 0 < a < 1 thi ||u(t)||2 = o(t™) khit — oo.

Chiing minh. a) Xét nghiém yéu ctiia hé phuong trinh Navier-Stokes (1.14),
khi d6 v thoa man phuong trinh tich phan

t
u(t) = e ug — / e~ (=94 P(u- Vu)ds. (2.33)
0

Tu B6 dé 2.7, ta ¢6

lu@®)ll2 < [leuoll,

t s = 35
+/O(t—8) lus)lly *[[Vu(s)ll3 ds

1 3 S
v6i moi 3 <pB< 3" Ta chia tich phan trén thanh hai phan nhu sau

t
_B _1 5_
1= / (t— 5) 5 uls) |22 Vuls) 5 ds

o~

2 8 8-} 58
_ /0 (t =) 2 [luls)lly 2 [Vu(s)[3 ds

t s B4 25
+[(t—8) lu(s)lly 2[IVu(s)ll3 ~ds

2

Z::Il%-lg
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Ta xét ba trudng hop:

0< <11< <1 \1< <3

a< -, -<a<-= —<a<-

=A==ty My =9y
1

Truong hop 1:0§04§Z.

Ap dung bat ddng thic nang luong va bt ding thite Holder, ta duoe

~+

_1 g [2 5_
I < Jluolls 28 / IVu(s) )i ds
0

28—1 5—28

< ol et ([Cas) ([ 1mutszas)

28—-1

gL srt\"1 5-28 1
S luolly 75 (5) 7wl ™ = 0@,

Tit Bo dé 2.9 va Bo dé 2.1 b), ta c6

trong dé ty 1a hing s6 trong Bo dé 2.9. Ta suy ra
lu®)ll2 S |leAuoll, + I < OF) + Ot 1)
— O(t™) Khi t — oo,

1 1
Trucong hop 2: 1 <a< -

[}

< 2 2 . ]- Z 2 . .
Ap dung bat dang thic trén véi o = ~1 va bat dang thic Holder, ta c6
% 1 S
nstt [T Ve s
0

28—1 5—28

N 75_2(/0é 5_5d5)4(/05 IVu(s)]l3 dS) 4
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Mit khéc, tit Bé dé 2.9 va Bo dé 2.1 b), ta c6

t
125/@—5)—

5[<t—s>—

2
= O(L77%) véi t > 24,

1

s 1) 73 (571) s
(s71) *(s72)

N[

[Nl
sy

B8
2

el
ot

S sz ads

Do do, ta c6
lu@ll2 S [le uoll, + 1
<Ot )+ Ot

Ta thiy rang, luon ton tai s6 8 sao cho

53 1 1 3
Pizs S<g<?
ftgZavagsf<g

Vi vay, chon mot s6 3 nhu trén, ta duge
|u(t)]|e = O(t™*) khi t — co.
1 3
Truong hop 3: = < a < -.
2 4
Ap dung trudng hgp 2 phan a), ta c6
lu(t)lls St véi t >0, (2.34)
< . 1
trong d6 v la mot hang so théa man 0 < v < o

Ap dung bat ding thitc (2.34) va bat ding thitc Holder, ta dugc

t
2 5_
[ ha) s
0
28-1 5-28

t—i(/j 5_2’Vd$)4(/0; IVuls)| ds)4

t—g (t—2’7+1) 2[34_1 — O(t%—Wﬁ—i)_
Hon nita, tit Bd dé 2.9 va B6 dé 2.1 b), ta c6

t L, g5
IQ,S/(t—s)_§<3_7)ﬁ_2(3_2)2 Y ds

2

N[@

L<t

A

N
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Twu do6 suy ra
|lu(t)]]e < He—tAu()HQ +I1 <Ot )+ O(t%—vﬁ—i)

v6i t > 2ty. Tuong tu truong hop trén, ta thay rang luon ton tai cic s6 v va

B sao cho
oy 1 1 3 1
L < —a, =< 2 <<=
5 B 1S a,2_ﬁ<2,va0_7<2
Chon cac s6 v va 8 nhu tréen, ta két luan rang ||u(t)|]2 = O(¢t*) khi ¢t — oo.

b) Diéu nay dugc suy tryc tiép tit chitng minh ciia phan a). O

Hé qua 2.1. Gid st Q C R3 la mot mien tong qudt, ug va u nhu trong Dinh
) 1
I 2.4. Khi d6, néu |[u(t)||s = o(t™) vdi~ € [0, 5) thi
lu(t) — e uglly = o(t=*7)

o 1

vdi mot 0 € [O, —>.
4

Chiing minh. Phan ching minh ctia hé qua nay dudc suy tric tiép ti ching
minh truong hgp 3 cia Dinh 1y 2.4. ]

Két qua thit hai chi ra rang, khi them mot s6 diéu kién ctia gia tri ban dau
thi nghiém yéu v dan dén nghiém ctia hé Stokes thuan nhat khi thoi gian ¢
dan dén vo cuing. Két qua trong cac Dinh 1y 2.5 va Dinh 1y 2.6 manh hon két
qué ctiia W. Borchers va T. Miyakawa [5] khi them vao diéu kién ctia gia tri
ban dau. Phan ching minh sé st dung 1y thuyét vé tinh duy nhat va tdc do
hoi tu theo thoi gian ctia nghiém manh trong hé phuong trinh Navier-Stokes

trong mien tong quat khi gia tri ban dau da nho.

Dinh 1y 2.5. Gid st Q2 C R3 la mot mién tong qudt, ug € L2(Q) va u la mot

nghiém yéu cia hé phuong trinh Navier-Stokes (1.14) théa man bat dang thic

nang luong manh (2.3). Khi dé, néuug € L4(Q) N L2(Q), 1 <qg<2 th
()]s = o(t—%(i—%>> khi t — oo

Chiing minh. Dinh 1y 2.5 1a hé qué truc tiép ctia Dinh 1y 2.4 phan b) va
Bo6 dé 2.10. O
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Dinh 1y 2.6. Gid st Q2 C R3 la mot mién tong qudt, ug € L2() va u la mot
nghiém yéu ciia hé phuong trinh Navier-Stokes (1.14) théa man bat dang thic
nang liong manh (2.3). Cho cac hang so to, C1 va Co sao cho

Clt_al S H€_tAU0H2 S Cgt_a2 vor t 2 to,
trong dé oy va o la cde hang so duong théa man

1 1
O§a2<§ va 042§0q<a2—|—1.

Khi dé, nghiém yéu u ciia hé phuong trinh Navier-Stokes dan dén nghiém
ctia hé Stokes thuan nhat vdi gid tri ban dav ug khi thoi gian dan dén vo cung,
theo nghia la

Ju) = e ol
lim
twoo lu(t)]2

— 0. (2.35)

a1 — (9 1 N
—— + =, ta suy ra ton

Chiing minh. Ap dung he qui 2.1 v6i v = as, 0 = 5 A

tai M; sao cho

HU(t) — e_tAUOHQ < Mlt_(a2+¥+é)

a1 +ag

— Myt~ (T y6i > ¢,

T bat dang thic trén, suy ra
—tA
[u(®)ll2 > [lu(t)ll2 — [Ju(t) — e uol|,
> (Ot — M1t*(a1;a2+é)
> (€1 =yt e

C
> 7%&1 véi t > 1,

trong do

. maX{t <2M1>4<afal>+1}
1 — s\ T .

Tt hai uée lugng trén, ta duge

Ju(t) — e ol < Myt~ (P25
[u(t)]]2 - Gt

M,
-

Dinh 1y dugc chiing minh. [l

t_(@%) — 0 khi t — co.
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KET LUAN CHUONG 2

Trong chuong nay, ching toi nghién cttu hai két qué chinh. Két qua dau
tien vé tinh chinh quy ctia nghiém yéu cho hé phuong trinh Navier-Stokes
(1.14) trong mién tong quat. Gid st u 14 nghiém yéu ctia hé phuong trinh
Navier-Stokes (1.14) trong mién tong quat Q C R? vd u théa man bat dang
thitc nang lugng manh. Khi d6, ta chiing minh dude rang nghiem yéu u 13
chinh quy néu dong niang %Hu(t)”i lien tuc Holder trai v6i s6 mit Holder %
va ntta chuan Hoélder di nhé. Két qua nay mé rong cac két qua trude trong
22, 24, 25, 28] v6i Q) 1a mién bi chin hodc 992 thuoc 16p C%. Phuong phap
ching minh dya trén cac tinh chat ciia todn tit song tuyén tinh B(u,v) va
ly thuyét vé sy ton tai nghiém manh dia phuong, nghiém manh toan cuc da
khac phuc dude nhitng khé khan trong viéc chiing minh véi mién hoan toan
tong quat.

Két qua thit hai clia chuong, ta chiing minh rang nghiém yéu u cé ciing
toc do hoi tu theo thoi gian véi nghiém clia hé Stokes thuan nhat cé gia tri
ban dau ug va s6 mi hoi tu nhé hon 1 M3t khac, khi them mot s6 dieu kien
ctia gia tri ban dau thi nghiém v dan dén nghiém ciia hé Stokes thuan nhéat
v6i gia tri ban dau ug khi thoi gian ¢ dan t6i vo cling. Phan ching minh sé sit
dung ly thuyét vé tinh duy nhat va tdc do hoi tu theo thoi gian ciia nghiém
manh trong hé phuong trinh Navier-Stokes trong mién tong quat khi gia tri

ban dau du nho.



Chuong 3

Dang diéu tiém can nghiém cua hé
phuong trinh Navier-Stokes trong

khéng gian ba chiéu

Trong chuong nay, chting toi nghién cttu vé dang diéu tiém can ctia nghiém
manh cho bai toan Cauchy cuia hé phuong trinh Navier-Stokes. o) day, ching
toi thu duoc két qui 1a dinh 1y vé dang diéu tiém can cta nghiém manh
cho hé phuong trinh Navier-Stokes trong khong gian ba chiéu. Phuong phap
chitng minh dua trén 1y thuyét vé su ton tai ciia nghiém manh dia phuong,
tinh duy nhat nghiém, téc do hoi tu ciia nghiém manh toan cuc khi gia tri
ban dau di nhd va mot s6 cong cu clia gidi tich diéu hoa.

Chuong nay gom hai phan: Phan thi nhat gi6i thieu bai toan Cauchy cho
hé phuong trinh Navier-Stokes trong R? va trinh bay mot sé tinh chat cta
nghiém manh cho hé phuong trinh Navier-Stokes trong R3. Phan tht hai
trinh bay dinh 1y vé dang diéu tiém can cia nghiém manh cho hé phuong
trinh Navier-Stokes trong R?.

No6i dung ctia chuong nay dwa trén bai bao [3] trong Danh muc cac cong

trinh khoa hoc da cong bé lien quan dén luan an.
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3.1. Mot s6 tinh chit ctia nghiém manh cho hé phuong trinh
Navier-Stokes trong khéng gian ba chiéu

Trong chuong nay, ta nghién citu bai toan Cauchy cho hé phuong trinh
Navier-Stokes (1.19) trong ca khong gian R? nhu sau:

—Au+V-(u®@u)+ Vp =0,
div u = 0,
u(0,x) = uy.

Trong phan nay, ta sé thiét lap cac uéc luong trong LP — L4 cho nita nhém

truyén nhiét v6i vi phan nhu sau.

Bo6 dé 3.1. Cho a = (aq,a9,a3) € N3t >0 va 1 < p < q < oo. Khi do,
vdi mov f € LP ta co

132G DS Daetd £ ¢ BO([0, 00); LI(RY)).
Diéu nay tuong duong vdi
o 3(1_1)
HD tAfH < Cpgal G 1l

trong dé D™ = 9210929%, |a] = oy + ag + a3 va Cpyq la hdng so duong chi

X1 “Xx2 T3’

phu thuoc vao p,q va .
Chiing minh. Ta sé chiing minh
BGDHE | Doet | < oo,
Ta co
D! f = D(e! x f) = DO‘(( )Y 26‘4!2)
47t '
Dat K(r) = e7w . Khi do, ta c6

DS f — tit@"DaK<%> « f.

Suy ra

e, =t %)
s |oew ()], 0,
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trong do
1 1 1 1 1 1
lI+-=—4+-=—=1+-—--.
q m . p m q p
x
Déts=—z>x:\/fs, ta co
Vi
1
el 5 (i [ Doaenas) i
RS
1 1 ||
< e (5) = .
Do do
A _3(1_1y_lal
ID* 2 f]], < Cpgat 25722 £,
B6 dé dude ching minh. ]

B6 dé dudi day chi ra tinh ring toan tit e’*P la mot toan ti chap véi nhan
kha tich bi chan.

Bo dé 3.2. [54, 63] Chot > 0, todn tit O; = e'®P la todn ti chap O;f = Ki* f

trong dé nhan K; théa man Ki(x) = t%K(%) vdi moi ham tron K ma
2

(14 |z))* DK e L=(R?),
1
voi x = (x1, 9, x3), |T| = (Z?:l 9322)2, a = (a1, as,a3), o] = a1 + as + ag
va DY = 03105205
Bo dé 3.3. Gid st ring a = (a1, a9, 03) € N3t >00va1<p<q<oo. Khi
do, voi moi f € LP, ta co
t"DePf € BO([0,00); L(R%)) va || D*Pf| < Cpgat 7| fllps
3.1 1. o

trong do = —(—— =)+ —

5 5 v Cpga la hing so duong chi phu thudc vao p, q
p q

va Q.
Ching minh. Ta c6
Dee"APf = DO, f = D°K, * f.
Ap dung B6 dé 3.2, ta c6 K,(z) = ti%K(i) suy ra

Vit
HDaetA[prq: HDaKt*qu: 8O‘K<\ﬁ) >|<qu.

3+]a]

t 2
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Ap dung bat ddng thic Young, ta thu duge

[preses, <o ovw ()| 10
trongdél:1+1—1.
m q

Tiép theo, ta sé danh gia thanh phan ‘ 0O‘K( ) H ta co

(), = (Lo (phee)”

Dat s = Sl suy ra do = v/tds. Khi d6, ta co

Vi
Jorse( G, = (2 [ prieieias)

D*K™(s)ds

R3

3=

Do tich phan

bi chdn nén suy ra

agth < o
||D e IP’quNt2 2
hay
|Dectapr], < 2G| gy,
B6 dé dude ching minh. ]
Dé chitng minh két qua chinh, ta can mot s6 két qua da biét sau.
Dinh ly 3.1. [54, 55] Gid st ug € L*(R?) va div ug = 0. Khi dé, vdi T > 0
ton tai nhieu nhat mot nghiém mém cia hé phuong trinh Navier-Stokes (1.19)
sao cho u € C([0,T); L3(R?)).
Pinh 1y 3.2. [33] Gid st u € C([0,00); L*(R?)) la nghiém mém cia hé
phuong trinh Navier-Stokes (1.19). Khi do tlim Hu(t)H3 =
—00
Dinh 1y 3.3. [39] Gid st ug € L3(R3) va div ug = 0. Khi dé, ton tai mot
hang so6 duong § sao cho néu HUOH3 < ¢ thi hé phuong trinh Navier-Stokes co
nghiém duy nhat u théa man

$0-2), ¢ BC([0,00); LY(R%)) va "2 Vu € BC([0,00); LY(R?))

vdi mot q > 3.
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Cac bo dé dudi day sé nghién ctu tinh bi chin ciia toan ti B(u,v)(t) xac
dinh béi t
B(u,v)(t) = / e=IAPY . (u(s) @ v(s))ds
0

trén cac khong gian bo trg KL, 3 < ¢ < oo 1a khong gian bao gom tat ci cac

ham u(t, z) sao cho

t2=Du(t) € BC([0,T); LY(R?))

lim ¢2079)||u(t) || = 0. (3.1)

t—0
Trong truong hop ¢ = 3, khong gian IC% dugce xac dinh nhu khéng gian con
ctia C([0,7T); L3*(R3)). Khong gian K. duge xac dinh bdi chuan

H“H/c% = Oiljthé(l_z)||u(t,x){‘q < o0. (3.2)

Khong gian K7 dugce dua ra bdi Weissler va dugce sit dung béi T. Kato [44]
va M. Cannone [12]. B6 dé 3.4 dudi day chi ra tinh chat cfia toan ti song
tuyén tinh B(u,v) trong khong gian K tren.

Bo dé 3.4. Todn ti song tuyén tinh B la song lién tuc tu K% x K4 dén K.

3
w3 <p < a

néu3d <q<6;vdi3<p< oo néuq:G;%Spgoo néu
6 < q < oo va bat dang thite sau ding

1B(u,v)llxz < Cllullicgllvlls vdi moiu,v € K7,
trong dé C la hang so6 duong khong phu thuoc vao T.

Chatng minh. Xét toan t1t song tuyén tinh

B(u,v)(t) = /Ot (t_—ls)sz(ﬁ) * (u(s) @ v(s))ds.

Ap dung bat ding thitc Holder, cach xac dinh cac khong gian KL va
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Bo6 dé 2.1 a), ta dugc

1B, o) 0], < C/o (t - 5y ) Ju(s) | [Jo(s)]| s

1

< C’/O (t — s)_g(3_1))_23_‘{5’3Hu(s)Hqs(‘2

v(s)]| ds
t 3(2 1) 1
< Cllullgllvlles / (¢ — 513Dt

_1(q1_3
< 0175078 o o] .
Khi do

2 1 1 (2 1
max {O; ———}S—Smm {—; —}.
q 37 p q 3

3
Suyravéi3<q<6th‘13§p<6—q;Véiq:6th‘13§p<oovavéi
—q
6<q<oothig§p§oo.
B6 dé dugc ching minh. O

Bo dé 3.5. [11, 15] Néu ug € L*(R?) thi e'®up € KL, va || u[ ey < [luolls

vdi moi q € (3,00].
Ky hieu Ef := K1 N K véi 3 < ¢ < 00, ta c6 bd dé sau.

Bé dé 3.6. Gid st 6 < g < oo, T > 0. Khi dé, todn tit song tuyén tinh B la
song lién tuc td E% x EL vao EL va bat dang thitc sau ding
1B(u,v)||ps < C ||ullpallvll gz vdi moi u,v € EF, (3.3)

trong dé C' la mot hang so khong phu thuoc vao T.
Chiing minh. Tt B dé 3.4 suy ra toan tit song tuyén tinh B la song lién tuc
t KL x KL dén KL, tut KL x KL dén K3 va bat dang thiic sau ding

1B(u, v)|| 2 < Crllull gz llvlls < Crllullpgllollgs voi moi u,v € E7. (3.4)
va

1B, 0)[[ iz < Collollggllullxy < Callvllpg llullpg v6i moi u,v € Ef,  (3.5)

trong d6 O va Oy 1a hai hang s6 duong khong phu thuoc vao T. Khi d6, uéc
luong (3.3) duge suy tryc tiép tir cdc bat dang thiic (3.4) va (3.5).
Bé dé dude ching minh. O



67

Ta thiét lap khong gian bo trg G 0 < o < 1 gdm tat cd cac ham
w(z) = (wi(x), ws(z),ws(x)) € L3(R?) sao cho

sup taHetA|w\H3 < 00

>0
va
Jim taHetA\wH’g =0, (3.6)
trong do
3

g
=5

I
—~
]

S
SN

8
=

N[

Chuan trong khong gian G* dugc xéac dinh béi

ol = Nolls +sup e o],

Sau day, ta sé phat biéu mot sé tinh chat ciia khong gian G°.

Boé dé 3.7. Khong gian G la mot khong gian Banach bat bién vdi phép tinh
tién, nghia la

(- = )|

Chatng minh. Dau tién, ta sé chi ra rang G 1a mot khong gian Banach.

e = HwHGa vdi moi xy € R3.

That vay, lay {w, },>1 1a mot day Cauchy trong G, véi moi € > 0 ton tai
s6 duong N du 16n sao cho

|wy, — Wiyl + sup to‘||etA|wn — wm‘”g <evéimoin>Nm>N.
£>0

Suy ra {wy,},>1 14 mot diy Cauchy trong khong gian Banach L3(IR3), do
d6 ton tai wy € L*(R?) sao cho

Jim [, o], = 0

Ta co

1€ e = wal |y = 2", — woll|
< tO‘HetA\wn — Wpy| — €| wy, — w0|H3

< e — ol < 17— o],
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v6i moi m > N,n > Nvat > 0. Tu cac uée lugng trén, suy ra
%E%otaHem‘wn wml”3 = taHem\wn w0|H3 s¢€

v6i moi n > N,t > 0. Do do:

sup taHetA\wn w0|H3 <ev6imoin > N.
>0

T bat dang thic trén, ta cé
o [

Gio ta sé kiém tra diéu kién (3.3) cho wy. V6i moi € > 0, ton tai mot sd
duong N du 16n sao cho

taHetA\wn — w0|H3 < % véi moi n > N,t > 0.
Mat khéc, ton tai s6 duong ty = to(N) du 16n sao cho
tO‘HetA|wN|H3 < % v6i moi t > ty.
T cac bat dang thic trén, ta suy ra

taHetA]wo\Hg < tO‘HetA|wN — w0|H3 + taHetA|wN|H3 < e v6i moi t > ty.

oo dugdc suy ra tu

Cudi ciing, tinh chat ||w(- — x|,
'S w(- — wo)|(x) = (4mt) 2 Tt*lw(-—fﬂo)\(x)
= (4mt)2e 30 x |w(-)|(z — x)
va[Ju(- — o) ||, = [|ul|, v6i u € LUR?),1 < g < oc. O
B6 dé 3.8. Gid sit h € L'(R?) va w € G*. Khi dé, hxw € G* va
I x wlge < f12]] ol g

Ching minh. Ap dung Bo dé 3.7, ta suy ra

| [ et =i

_/ ()| o(- — 9) | gedy
RZS

< [ 1y =[] o]l

Bé dé dude ching minh. O
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Bo dé 3.9. Gid stt h € L®(R3) va w € G*. Khi dé, hw € G va

oo < Ml cllell e

Chitng minh. Phan chiing minh ctia Bo dé 3.9 dudc suy truc tiép tit dinh

nghia khong gian G“. [

Cac tinh chat trén duge st dung dé chiing minh bé dé sau vé bi chan cla
toan t1it B trén khong gian F¥, trong d6 F v6i 0 < o < 1 1a khong gian gom

tat ca cac ham do duge u(t, r) sao cho

u(t) € G* véimoi t € [0, 7] va sup |[Ju(t)| .. < oo.

0<t<T ¢

Bo6 dé 3.10. Gid st p, o, T € R sao cho
0<a<l,3<qg<o0,T>0.

Khi dé, todn ti song tuyén tinh B la song lién tuc to EX x F% dén Ff va
tu F% x EL dén F® va cdc bat dang thic sau ding

HB(u,v)(t)‘

Fe < HUHE%HU‘ vdi moi u € EX v € Fp (3.7)

Fy
Va4

HB(U,U)(t)

HF% < |yl Fo UHE% vdi moi u € Fy, v € EX. (3.8)

Chiing minh. Dat

= B0, = | [ BT ) @0,
Ap dung B8 dé 3.2, ta c6
I= H/ P ﬁ) * (u(s) ®v(s))ds’ o
< /0 . HV (\/ﬁ) * (u(s) ® v(s))’ Gads.

Ap dung BS dé 3.8 va B dé 3.9, ta co:

1< [ =l vE (=) | 9 v s

/(t—s) HIVE | (u(s) © v(s)) || ds
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< /0 (t — ) HIVE |y |fus)]| [[v(s)

Tt cach xac dinh cac khong gian F7 va khong gian K7, ta ¢6

12 [ =9 ol o)l s

< HUHF%/O(t—S)éséHu(s)HK%@ds
= ol el [ 6= 9)252as

Ap dung Bb dé 2.1 a), suy ra

1= Cullullgz l[oll gy < Cullull gy lloll -

Uéc lugng (3.7) duge chiing minh.
Béng 1ap luan tuong ty, ta c6 uée lugng (3.8). O

B6 dé sau thiét lap céc danh gia cia nita nhém e® trén cac khong gian bo
trg B va F da duge dinh nghia § trén.
Bé dé 3.11. Gid st3<qg<oo, T>0va0<a<1. Khi dé
a) Néu ug € L*(R?) thi e'ug € EF va [le"®uqlgs < [l uol| k.-
b) Néu ug € G* thi e'®ug € Ff va || ug)| pu < [uol|ge-

T

Chiing minh.
a) Tit B6 dé 3.5 suy ra e®uy € EZ. Tt B6 dé 3.2 ta c6

3
W%M%foPWZM + sup 07D Je ],
= sup t2He2 e uoH + sup t% 1_%)HemuoH

0<t<T 0<t<T

< Cp sup 20 3)||65AUOH +ogup 270 | ug H
0<t<T 0<t<T

< Cf sup $2(1- 3)Hemu H + sup 120 He uqu
0<t<T 0<t<T

= Chlle"ug|| s

b) Tt Bb dé 3.8, ta c6

HetA

5 G«
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1
(47t)?

= |Juol

2
_ L
e i

|

ol
1 G

Ge-
Phan b) dugc chiing minh. O

B dé sau chi ra su ton tai nghiém manh dia phuong ctia hé phuong trinh
Navier-Stokes khi gid tri ban dau thuoc L?(R3).

Bo6 dé 3.12. Gid st p,a, T € R théa man
6<qg<12,0<a<lovaT >0.

Khi dé, ton tai mot s6 duong C = C(q,a) sao cho vdi moi ug € G* vdi
div ug = 0 thoa man

sup t%(l_%)HetAuqu <C (3.9)
0<t<T

thi hé phuong trinh Navier-Stokes (1.19) ¢ nghiém
u € ELNF}NBC([0,T); L*(R?)).

Cu thé, vdi gid tri ban dau ug € L3(R3) bat ky ton tai T = T(ug) di nhé
sao cho bat dang thic (3.9) diing.

Chaing minh. Két hop Bo dé 2.3 véi E = E%, F = F2, Bo dé 3.6, Bo dé 3.10
va Bo dé 3.11, suy ra ton tai hing s6 duong C sao cho néu bat déng thic

[uoll 2. = OzltlgT t%(lfg)HetAuqu <C

dang thi hé phuong trinh N%Vier—Stokes (1.19) ¢6 nghiem qu ElnNFg. Tu
Bb dé 3.4, ta c6 B(u,u) € K2, tit Bo dé 3.5 ta c6 e®ug € K2, suy ra:
u= e uy + B(u,u) € IC:%F.
Ap dung B6 dé 3.4 ta thu dugc
B(u,u) € K3 C BC([0,T); L*(R?)).

Do doé
u € BC([0,T); L*(R?)).
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Tinh duy nhat ctia u dugce suy ra tit Dinh 1y 3.4. Gio ta sé chi ra rang diéu
kién (3.9) dugce théoa man khi 7' di nhé. That vay, theo dinh nghia clia khong
gian K, ta thu duge vé trai ctia bat dang thic (3.9) hoi tu dén 0 khi thoi
gian T dan dén 0. Vi vay, uéc luong (3.9) diung véi ug € L3(R?) bat ky khi
T = T(up) da nho. O

Ta sé stt dung bo dé trén dé ching minh tinh chat sau day ctia nghiém

manh toan cuc cho hé phuong trinh Navier-Stokes.

B6 dé 3.13. Gid sttu € C([0,00); L3(R3)) la mot nghiém meém cia hé phuong
trinh Navier-Stokes (1.19) vdi gid tri ban dav ug € G°.
Khi do, u(t) € G* vdi moi t > 0.

Chiing minh. Tt Bo dé 3.12 suy ra ton tai mot nghiém manh v cia hé phuong
trinh Navier-Stokes (1.19) v6i gia tri ban dau vy trong khoang [0,7"] trong
d6 T" > 0 sao cho v(t) € G* v6i t € [0, 7']. Tt Dinh Iy 3.1 ta thu dugc v =v
trén [0,77] va u(t) € G v6i t € [0,T']. Dat

T* =inf{t > 0:u(t) ¢ G*}.

Khi d6, 0 < T* < oo va u(t) € G véi t € [0,T*), ta chi can chiing minh
rang T* = oo. Gia sit ring T* < co. Lay C' la hang s6 trong Bo dé 3.12, tit

tinh lién tuc ta suy ra ton tai d; > 0 sao cho

|w(t) — u(T7)]\, 2 v6i moi t € [T — 61, T7].

Lay 6 < ¢ < 12, ta chon s6 duong do dit nho sao cho
C

sup t2(! HetAu T*)H < —
0<t<ds 2

2 1 P 2
Lay 0 = §min{51, d2}. Tt hai bat dang thic trén, suy ra

t? w(T* — 0o

Y=o,

< sup 2! Hemu (T™) , T sup ¢2(1 He (w(T*) — uw(T* - 5))Hq
0<t<25 0<t<20

< sup ¢2(! Hemu T") . T |w(T*) — u(T* — 5)H3 <C.

0<t<dy
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T bat dang thic trén va 4p dung Bo dé 3.12, Dinh 1y 3.1, ta thu dugc
6, T* + 6]. Mau thudn vé6i gid thiét. Bo dé dugc
]

(t) € G* v6i moi t € [T

chiing minh.
Ta xac dinh khong gian bo tro QR“, 0 < a <1 gom tat ca cac ham do dugce

(t,z) sao cho
sup t%)|u(t)|]s < oo
>0
(3.10)

va
lim t“ =
fim (@]

sau chi ra tinh bi chén ctia toan tit B lién quan t6i khong gian Q.

Bo dé s
Bé dé 3.14. Gid st p,a € R théa man
2 1 1 1
OSO&< 1,max{0,§(a—§)} < 5 < g
Khi dé, todn ti song tuyén tinh B la song lién tuc tw K4 x K% dén K2, ti
K4, x Q* dén Q%, tw Q™ x K%, dén Q% va cdc udc ligng sau ding
HB(u v HKq <~ H HKq H H,Cq vdi moiu, v € K2, (3.11)
| B(u, v)(®)] 0« <7 H“chq |v ‘ . vdimoiu € K, ve Q% (3.12)
HB(U,U)(t) < Hu‘ 0= v”,cgo vdi moiu € Q%, v € KL, (3.13)

trong dé v la mot hang so duong
Chatng minh. Udc lugng (3.11) duge suy ra tir Bo de 3.4. Ta ¢6

1B(u, 0) (@), = H/Oteﬂsmpv- (u(s) ®v(s) dsH3

Ap dung B6 dé 3.3, ta dugc
t

B0l < [ -9t Hue ] . d

37Tg

Ap dung bat dang thic Holder, ta duge
t
_1_3
ds < [ (=) ul s

/O(t—s Fhlwe]
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Tit cach xac dinh cac khong gian K4, Q® va Bo dé 2.1 a), ta co:
t

B0, < [ -9 00D o) 57 u(s) s
0

3
t ‘ o
< HuH/cgoHUHQa/O (t—S)_T?% 8*%5(1 q)ds

= Cut™fu] g [|o

Uéc lugng (3.12) duge suy ra tric tiép tit bat dang thic trén. Ta kiém tra
dieu kién (3.10) clia toan tit song tuyén tinh B. That vay, tit uéc lugng trén
va st dung phuong phap déi bién s = ¢t ta duge

el 0], < [ -9 )], o)
t
<or [ (1= oD (o)
0
t
A e LI
1 1 3 1 3
:Hum&né(l—Tjﬁ_%T__20i)@7fﬂv@ﬂH§h

Tu tlglolo (tT) || (tT) ”3 = 0 v6i moi 7 > 0, ap dung dinh 1y hoi tu Lebesgue,
ta dugc
lim [ B(u, v)(®)]];
Béng lap luan tuong ty, ta c6 ude lugng (3.13). ]

St dung bo dé trén, ching t6i chiing minh dugc sy ton tai nghiém manh
toan cuc clia hé phuong trinh Navier-Stokes khi gi4 tri ban dau di nhé trong
G“ nhu sau.

Bé dé 3.15. Gid st p,a € R théa man

2 1 1 1
0<a<l, {0,— ——}<—<—.
<« max 3(a 2) . <3
Khi dé, néu ton tai hang sé duong C' = C(q,a) sao cho vdi moi ug € G*
thoa man
1,§
sup 12 He uOHq < C, (3.14)

0<t<0
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thi hé phuong trinh Navier-Stokes (1.19) c6 nghiém
u € KL NQ*N BC([0,00); L*(R?)).

Chatng minh. Ta c6 e®uy € K2 N Q. Két hop B dé 2.3, Bo dé 3.14 véi
E = K% va F = Q“ suy ra ton tai mot hang sd duong C sao cho néu bat
déng thrc

lugllge, = sup #2072 |eBug| < €
0<t<oo

théa man thi hé phuong trinh Navier-Stokes (1.19) ¢6 nghiem u € K% NQ*.
Ap dung B6 dé 3.4, BS dé 3.5 va stt dung lap luan tuong tu trong phan chimg
minh B6 dé 3.12 ta thu dude u € BC([0,T); L*(R?)).

Tinh duy nhat ciia u duge suy tryc tiép tit Dinh 1y 3.1. O

Bo dé 3.16. Gid si rang ug € LP"(R?) vdi 1 < p < oo wal <r < oo.
Khi dé lim ||X,u||,,. = 0, trong dé X,(z) = 0 vdi

n=ro0
z€{z: |z| <n}n{z:|u(z)| <n}
va X,(x) =1 trong cdc truong hop khdc.
Chatng minh. V6i § > 0 ¢6 dinh, ta c6
{z: | Xuo(z)] > 6} 2 {z: |Xrruo(z)| > 6}, (3.15)

va

m{a: | Xpuo(z)] > 0} = {x : Jug(x)| = oo} (3.16)

Ta chitng minh rang
LY{x : Jug(z)] = co}) = 0. (3.17)
Gia st rang
LY{x : Jug(z)] = co0}) > 0.
Khi do, ta c6 uf(t) := inf {7 : LY ({z : |uo(z)| > 7}) < t} = oo v6i moi ¢
sao cho 0 < t < LY({x : |up(x)| = o0}) va suy ra HUOHLq»T = 00.
Mau thuan véi gia thiét.
Chi § rang
LY{x | Xouo(z)| > 8}) = LY({z : |uo(z)| > 6}).
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Ta sé chitng minh
LY({x : Jug(z)] > 6}) < 0. (3.18)

Gia st ngugc lai
LY({x : Jug(z)] > 6}) = oo.

Khi do6, ta c6 uj(t) > 0 v6i moi ¢t > 0, tut dinh nghia ctia khong gian

Lorentz, ta dugc

o[ o = (/OOO (tiug(t))r%)i
=() (o))’ = 5(/wt2—1dt)’l“ = 0.

Mau thudn véi gia thiét.
T (3.15), (3.16), (3.17), va (3.18), ta thu dugc:

JLHOloEd({ZC L Xouo(z)| > 0}) = L9« |ug(x)| = 0o}) = 0. (3.19)
bat
uy(t) = inf {7 : L’d({x | Xuo(z)| > 7)) <t}
Ta co

U (t) 2 Uy 1 (1). (3.20)

Co dinh t > 0. V6i € > 0 bat ky, tir (3.19) suy ra ton tai ng = ng(t,e) du

16n sao cho

Cd({x L | Xug()| > e}) < t,Vn > ng.

do do

Suy ra
uy (t) < e,Vn > ng,
ilinooun(t) = 0. (3.21)
T (3.20), (3.21) va a4p dung Dinh 1y hoi tu don diéu Lebesgue ta duge
. . o0 1, 'rdt %
i ol = Jon (7 (G0 ) =0

B6 dé dugc ching minh. ]
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3.2. Dang diéu tiém can cua nghiém manh cho hé phuong trinh

Navier-Stokes trong khéng gian ba chiéu

Xét bai toan Cauchy cho hé phuong trinh Navier-Stokes (1.19) trong ca
khong gian ba chiéu R3. Trong phan nay, ching t6i da mé rong két qua vé
dang diéu tiem can nghiem cia I. Gallagher [34] v6i u(t) € L*(R3). Két qua
clia chiing toi chitng minh rang néu u € C([0,00); L3(R?)) 1a nghiém manh
ctia hé phuong trinh Navier-Stokes vdi gia tri ban dau wug thi nghiem u c6
ciing toc do hoi tu theo thoi gian véi nghiém ciia phuong trinh truyeén nhiét
c6 gia tri ban dau |ug|. Trong truong hop dic biét, véi a = 0 ta thu duge két
qua nhu trong [34].

Két qua chinh trong phan nay 1a dinh 1y vé tdc do hoi tu ctia nghiém manh

cho hé phuong trinh Navier-Stokes (1.19) trong toan bo khong gian R3.

Dinh 1y 3.4. Cho u € C([0,00); L3(R?)) la mot nghiém mém cia hé phuong
trinh Navier-Stokes (1.19) vdi gid tri ban dau ug. Khi dé

a) Néu Hem\uolng =o(t™) v 0 < a<l1th Hu(t)H3 =o(t™).

b) Néu ||eugl||, = O(t™) vdi 0 < o < 1 tha ||u(t)||, = O(F™).

c) Néuug € LP"(R3) vdi 1 <p <3, 1<r<ooth

e e, = o2 (1)),

d) Néu |ug| € B3> ™(R?) vdi 0 < o < 1 thi |2 ul ||, = O(t7).

Chaing minh. a) Ta c¢6 ug € G Tu Bb dé 3.13 suy ra u(t) € G* v6i moi
t > 0. Goi ¢ 14 hiang s6 thoa man dicu kién ctia Bé6 dé 3.15. T Dinh 1y 3.2

va B6 dé 3.5 suy ra ton tai hing s6 duong ¢y du 16n sao cho diéu kien

sup 0D u(t)], < €
0<t<oo

ding. Ap dung BS dé 3.15, ta thu duge nghiem manh v ciia hé phuong trinh
Navier-Stokes (1.19) v6i gia tri ban dau u(ty) trong khoang [0, c0) théa man

v € KL NQ*N BC([0,00); L*(R?))

va do do Hv(t)H3 =o(t™®).
Stt dung Dinh Iy 3.1, ta thu dudc u(t) = v(t — ty) v6i moi t € [y, 00).
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Vay ||u(t)]|, = o(t™®).
b) Ta xét hai trudng hop 0 < a < 1va a = 1.

Phan chiing minh ctia trudong hop 0 < a < 1 tuong ti nhu trong phan a),
ta chi xét truong hop a = 1. Ta chiing minh rang ton tai mot s6 duong ¢y du

16n sao cho
Vu(t) € L3(R®) véi t >ty va | Vu(t)||, = O(t77). (3.22)

That vay, tit cac Dinh 1y 3.2, Dinh 1y 3.3 v& Dinh 1y 3.1 suy ra ton tai gia
tri t; > 0 du 16n sao cho

IVu)|ls St7T véit > t. (3.23)
Ap dung Dinh 1y 3.4 a) cho trusng hop 0 < o < 1 ta ¢6
u()|ls < (1+t)"% véi t > 0. (3.24)

Vé6i t > 2tq, ta co

¢
HVB(u,u)(t)H3 = HV/ el =AP(y - Vu)dsH3
0
t
S/ HVe(t_S)AIP)(u-VU)H?)dS
0
t 3
= / HVe(ﬁ_S)AIP’(u : Vu)Hgds + / HVe(t_S)A]P’(u : Vu)Hgds. (3.25)
5 0

Ta u6c luong sé hang dau tien bén vé phai ctia phuong trinh (3.25). Ap
dung Bo dé 3.3, bat dang thiic Holder, bat dang thiic (3.23), bat dang thiic
(3.24) va Bb dé 2.1 ¢), ta c6

t t f
/ HVe(t_s)AP(u-Vu)H?)ds,S/(t—s)_iHu-VUHst

t t
S/(t—s)iHquHVuHGdSS/(t—s)isgds:Cgti. (3.26)

no

2 2
Tiép theo, ta uéc lugng s6 hang thi hai bén vé phai ciia phuong trinh
(3.25). Ap dung B6 dé 3.3, bat déng thiic Holder va bat ddng thiic (3.24), ta

co

/2 HVe(t_s)AIP’(u : Vu)Hgds = /2 vae(t_s)A]P)(u ® u)H3d8
0 0
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< /2(75 — s)_%Hu@)uH%ds < /2(75 — 3)—%”uH§ds
0 0
t\—3 [ 2 3
< (5) / (1+5) 3ds <75, (3.27)
0

Két hgp bat dang thic (3.26) va (3.27), ta dugc
t
|VB(u, u)(t)H3 = HV/ et =AP(y - Vu)dsH3 <StTiveit > 2t (3.28)
0
Mat khéac, ta co

[Veuoll, = [VerdetBugl|, < 2|

Y

< 72| €22 ugl||, < 2. (3.29)

Tinh chat (3.22) dugc suy ra tit cac bat dang thic (3.28) va (3.29) véi
to = 2t1. Gio ta sé ching minh Dinh 1y 2.2 b) trong truong hgp o = 1, ta c6

HB(u,u)H3 = H /Ote(t_s)AIP’(u - Vu)d3H3

L t
< / IVet=2P(u @ u)ds]|, + / |e92P - Vu)|,ds. (3.30)
0

Ta udc lugng s6 hang dau tien bén vé phai clia phuong trinh (3.30). Ap
dung Bo6 dé 3.3, bat dang thiic Holder, bat dang thic (3.24) va Bo dé 2.1 c),
ta thu ducc

/2 |Vel=92P(u ® )| ds < /2(75 9 |u @ u,ds
0 0 2

< [Fe=sulfas

t

< (5)_1 /05(1 +5)2ds <t (3.31)

Tiép theo, ta u6c lugng s6 hang tht hai bén vé phai ciia phuong trinh
(3.30). Ap dung B6 dé 3.3, bat déng thiic Holder, bat ding thitc (3.22), bat
dang thiic (3.24) va Bo dé 2.1 ¢), ta thu duge

t t
/ He(t_s)AP(u-Vu)H?)ds,S/(t—s)_éHu-Vquds

~+
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t
< [ =9 Hull | Vulds
3
t
5/(t—3)%32ds§t3’ V6i t > 2ty (3.32)
%

Két hop cac bat dang thiic (3.31) va (3.32), ta c6
t
HB(u,u)(t)H3 = H / et =IAP(y, - Vu)dsH3 <t e t > 2t
0

va do d6 Hu(t)H3 =O0(t™).
c¢) Dé chiing minh phan nay, ta can Bo dé 3.16. Ta chiing minh ring

Tim 14 (1) || g | =

Ta cd
13 G116 g

gt“ﬂmeWMM+ﬂﬁ%wﬂuﬂ%mmm

tiQ =12
] + (e o -], 539

tf}o 2
(47) 3/2H

V6i € > 0 bat ky, ap dung Bo deé 1.6 va Bo dé 3.16, ta c6

3 _

3 _2
t2p t2r —1.12
e = b < @Tﬂwﬂw%mmml
< il e Lol
- (47T)3/2H64’ I, Xn|U0|HLp,r
= C[[Xaluoll] . < (3.34)

véi n dt 16n. C6 dinh n, lay p* sao cho 1 < p* < p, ap dung Bo6 dé 1.6 ta co

ol - )]

3/2
t%‘2 2

S@@WW“ P (SR ST
3(1_1 1 -2

=07 a0 - bl
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< o3 #) n(1 - )| - = Co(m)i

(3.35)

v6i moi t > £ va t* = (2 Cj(n)) T Tt cac bat ding thic (3.33), (3.34)

va (3.35), ta két luan rang
t%(gfl) | [ug|||3 < € v6i moi t > t*.

(d) Tt B6 dé 1.6 suy ra hai dai lugng H|u0|HB$_2a,oo(R3) va sup tO‘HetA\uo\H?)
>0
tuong duong.

Dinh 1y dugc ching minh. [
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KET LUAN CHUONG 3

Trong chuong nay, ta nghién cttu vé dang diéu tiém can ctia nghiém manh
cho hé phuong trinh Navier-Stokes trong R®. Gia st u € C([0,T); L3(R?)) 13
mot nghiém manh cua bai toan Cauchy cho hé phuong trinh Navier-Stokes
v6i gid tri ban dau ug. Ta ching minh ring néu v € C([0,00); L3(R?)) 13
nghiém manh ciia hé phuong trinh Navier-Stokes v6i gia tri ban dau ug thi
nghiém u c6 ciing toc do hoi tu theo thoi gian véi nghiém clia phuong trinh
truyén nhiét c¢6 gia tri ban dau |ug|. Phan chiing minh ctia két qué dua trén
Iy thuyét vé sy ton tai nghiém manh dia phuong va nghiém manh toan cuc,
toc do hoi tu clia nghiem manh khi gia tri ban dau da nhé va tinh duy nhéat

nghiém ctia hé phuong trinh Navier-Stokes.
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KET LUAN CHUNG VA DE NGHI

Luan an da nghién ctu veé tinh chinh quy va dang diéu tiém can ctia nghiem
yéu cho hé phuong trinh Navier-Stokes trong mién tong quat khoéng bi chin
Q) va trong cd khong gian R3. Cu thé, luan an ctia ching t6i da dat dudc ba
két qua chinh sau:

1. Tinh chinh quy ctia nghiém yéu cho hé phuong trinh Navier-Stokes trong
mién tong quat: Gid st w 1a nghiem yéu clia hé phuong trinh Navier-Stokes
trong mién tong quat  C R3 va u théa man bat dang thic nang luong manh.
Khi d6, ta chiing minh dude rang nghiém yéu u 1a chinh quy néu dong nang
5t
nhd. Két qui nay md rong céc két qua trude trong [22, 24, 25, 28] véi 2 1a

{; lien tuc Holder trai véi s6 mit Holder 3 va nta chuan Holder du

mién bi chan hodc 9 thuoc 16p C2. Két qua thit hai trong phan nay ta chitng

minh néu u(t) € D(A3) v lim HAi (u(t—20) —u(t)) H2 < Cv6imoite[0,T)
0—0F

va v6i C' 1a hdng s6 duong di nhé thi u 1a chinh quy trong [0,7"). Két qua
nay da dugc cong bd trén bai béo [1] trong Danh muc cic cong trinh khoa
hoc da cong bo lien quan dén luan an.

2. Dang diéu tiém can clia nghiém yéu cho hé phuong trinh Navier-Stokes
trong mién tong quat: Gid st w 1a mot nghiem yéu ctia hé phuong trinh
Navier-Stokes khong dimg trong mién tong quét ciia R?. Ta ching minh ring
téc do hoi tu theo thai gian ctia nghieém yéu u véi chuan L*(Q) bang tdc do
hoi tu ctia nghiém trong hé Stokes thuan nhat véi cling gia tri ban dau va s6
mil hoi tu nhé hon n Hon nita, ta chi ra rang, khi thém mot s6 diéu kién ciia
gia tri ban dau thi nghiém yéu u dan dén nghiém ctia hé Stokes thuan nhat
v6i gia tri ban dau wy khi thoi gian ¢ dan t6i vo cung. Két qua nay da dugc
cong bo trén bai bao [2] trong Danh muc céc cong trinh khoa hoc da cong bo
lien quan dén luan an.

3. Dang diéu tiém can ctia nghiém manh cho hé phuong trinh Navier-Stokes
trong cad khong gian R*: Gia st u € C([0,7); L3(R?)) 13 mot nghiém manh
ctia bai toan Cauchy cho hé phuong trinh Navier-Stokes vdi gia tri ban dau

up. Ta ching minh rang nghiem w« c6 cting téoc do hoi tu theo thoi gian véi
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nghiém phuong trinh truyén nhiét c6 gia tri ban dau |ug|.

Phan ching minh clia két qud dua trén 1y thuyét vé sy ton tai nghiém
manh dia phuong va nghiém manh toan cuc, toc do hoi tu clia nghiém manh
khi gia tri ban dau di nhé va tinh duy nhat nghiem. Két qua nay da ducc
cong bo trén bai bao [3] trong Danh muc céc cong trinh khoa hoc da cong bo
lien quan dén luan an.

Chiing t6i dé xuit moét s6 hudéng nghién citu tiép theo cho két
qua cua luan an nhu sau:

- Nghién cttu tinh chinh quy ctia nghiém yéu trong cac khong gian khac hoac
lam nhe diéu kién ctia gid thiét.

- Nghién cttu dang diéu tiém can ctia nghiém cta hé phuong trinh Navier-
Stokes v6i cac dieu kién khac.

- Nghién ctiu cac bai toan vé hé phuong trinh Navier-Stokes theo cach tiép

can cla giai tich dieu hoa.
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